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EDITORIAL

Laura Weiss
Université de Geneve

Dans un des derniers éditoriaux de Math-
Ecole avant I'interruption de sa publication,
Francois Jaquet comparait notre revue ¢ un
petit commerce qui ne peut rivaliser avec
les grandes surfaces. Celles-ci sont dans
nofre domaine fout d'abord internet, mais
aussi les revues frangaises comme Science
et vie avec leurs couvertures en papier gla-
cé, ou encore les Cahiers Pédagogiques
qui publient pour un pays de 50 millions
d'habitants. Et Jagquet de conclure : « une
modeste revue comme la nbifre ne peut
pas soutenir la concurrence [mais elle] peut
survivre @ condition d'apporter un ‘service
apres-vente’ y.

Pour ma part, et pour poursuivre la méta-
phore, je préfére imaginer Math-Ecole
comme une épicerie fine qui propose des
produits de niche que les hypermarchés
n'imaginent méme pas pouvoir se procurer.
Les produits de notre revue sont d'abord des
délicatesses locales, s'appliquant & notre
école suisse-romande, produites par des
auteurs impliqués sur le terrain, enseignants,
formateurs, étudiants et destinées & leurs
collegues. Les articles publiés parlent, pour
la plupart, de situations vécues en classe
ou en formation qui peuvent étre reprises,
réadaptées, et parfois ré-expérimentées
avec succeés. Certains autres proposent des
réflexion autour de la didactique et de ses
applications possibles.

Par exemple, dans ce numéro 224, on peut
lire des partages d'expériences 4 travers un
article surl’analyse par deux étudiants d'une
activité de construction de tours avec des
boules de couleurs pour les éléves de 1P-
2P ; un article sur I'enseignement de I'ana-
lyse au college de Genéve. Trois auteurs
portent un regard sur la didactique a travers
des dispositifs de groupes collaboratif dans
I"éllaboration de lecons avec les « Lessons
studies » dans le canton de Vaud ; un texte

par une didacticienne canadienne sur les
apports de la didactique pour les éléves en
difficulté ; et une analyse de la pensée des
éléves. Une activité pour les tout petits, des
approches pour I'enseignement spécialisé
et I'enseignement gymnasial, voici donc
une belle variété.

A co6té de cela, d'autres contributions, dans
d'autres registres de communications sont
également présentes. J. Serment et T. Dias
rapportent leur expérience a Londres ou
ils ont participé au concours « Science on
stage » avec des constructions de solides de
grandes dimensions qui ont eu un énorme
succés avec un prix d la clé ; R. Kopp et L.
Weiss proposent la suite des résultats d'une
enquéte internationale & laquelle la Suisse
a participé sur les pratiques en classe de
mathématiques et de sciences.

Enfin un hommage évoque le souvenir de
Philippe Depommier, membre du groupe
de Didactique des Mathématiques de I'En-
seignement Spécialisé (ddmes), brusque-
ment enlevé a I'affection de ses proches.
Qu'ils sachent que le comité de rédaction
s'associe aussi & leur douleur.

Si la revue Math-Ecole a pu étre relancée
et gu'elle commence méme 4 avoir un
petit stock d'arficles d'avance, c'est que —
avec des ambitions locales et limitées sans
doute - elle s’efforce de remplir un besoin
et qu’elle semble petit a petit y arriver.



DIFFICULTES DES ELEVES EN
MATHEMATIQUES AU PRI-
MAIRE : LES APPORTS DE LA
DIDACTIQUE

Jacinthe Giroux

Professeure titulaire, Département
d'éducation et formation spé-
cialisées, Université du Québec a
Montréal

Ce texte fait suite d une conférence don-
née a la HEP de Lausanne dans le cadre
d'un cycle de conférences sur la dyscalcu-
lie. Il vise & caractériser la contribution de
la didactiqgue des mathématiques, dans
I'espace francophone, d la compréhension
des difficultés d'apprentissage en mathé-
matiques' et & esquisser des pistes d'inter-
vention didactique.

L’APPORT DE LA DIDACTIQUE DES
MATHEMATIQUES, DANS L ESPACE
FI}ANCOPHONE, SUR LES DIFFICULTES
D APPRENTISSAGE EN MATHEMATIQUES

La didactique des mathématiques, en
particulier la théorie des situations didac-
fiques (Brousseau, 1998), se distingue dans
le champ des études sur les difficultés
d'apprentissage en mathématiques par
sa perspective systémique. Ce qui carac-
térise la perspective didactique est claire-
ment énoncé par Brousseau, dés 1981, dans
I'étude de cas de Gaél, texte embléma-
tigue de la didactique des mathématiques :

Une approche classique des enfants en
difficulté consiste & identifier les erreurs
ou les fautes qu'ils commettent et si elles
se répetent, a les interpréter comme des
anomalies du développement de I'éleve,
ou comme des carences dans leurs ac-
quisitions auxquelles il convient de remé-
dier parce «qu’elles vont rendre I'enfant
incapable & accéder aux mathéma-
tiques. [.... ]. L'approche que nous tentons
ici est trés différente, il s’agit d’agir au ni-

I Pour une synthése plus exhaustive, on peut se référer
a Giroux (2014).

veau des situations d’apprentissage, d’en
manipuler les caractéristiques pour obte-
nir les changements d’attitudes souhaités.
(Brousseau, 1981, p.9).

En bref, la posture didactique sur les difficul-
tés d'apprentissage présente les caractéris-
figues suivantes :
e Les difficultés d'apprentissage ne sont
pas considérées sous I'angle strict de dys-
fonctionnements propres a I'éleve.
* Le contexte, les caractéristiques de la
situation dans lesquels se font les mathé-
matiques sont pris en compte dans I'ana-
lyse des difficultés.
e 'évaluation ou [I'enseignement sont
construits en tenant compte de la spéci-
ficité du savoir et du niveau scolaire des
éléves.
Les recherches en didactique des mathé-
matiques sur les difficultés d’'apprentissage
forment deux grandes catégories. La pre-
miere regroupe les études qui visent la ca-
ractérisation des phénomeénes didactiques
en contexte d'adaptation scolaire. La se-
conde catégorie regroupe les études qui
portent surla mise & I'épreuve des situations
d'enseignement. Nous rapportons, dans ce
qui suit, quelques résultats de ces deux ca-
tégories de recherche.

LES PHENOMENES DIDACTIQUES SPECIFIQUES
EN ADAPTATION SCOLAIRE

Partons d'un exemple tiré d’'une lecon de
mathématiques d'une classe d'adaptation
scolaire d'éleves de 7-8 ans. Cet exemple
sera utile pour dégager les principaux phé-
nomeénes didactiques et mettre en évi-
dence le poids du savoir sur les interactions
didactiques. Dans cette lecon, les éléves
doivent remplir une fiche tirée d'un manuel
scolaire, présentée a la figure 1. Cette fiche
implique un saut de stratégies trés impor-
tant qui échappe cependant a I'analyse
de I'enseignante. Pour les exercices a a c,
il suffit de dénombrer les points déjd inscrits,
d'en ajouter d'autres, et de dénombrer &
nouveau la collection pour s’assurer qu’elle
contientle nombre de points qui correspond
au nombre inscrit sur la locomotive. Le dé-
nombrement est alors suffisant pour former
la collection de points désirée. Cette pre-
miére stratégie est bien celle qui est mise en



Figure 1

Fiche mathématique a compléter dans une
classe d'adaptation scolaire d'éleves de 7-8 ans.

ceuvre par les éléves. Confrontés aux exer-
cices d d g, qui impliqguent des nombres, ils
éprouvent toutefois des difficultés car leur
stratégie n'est alors plus efficace. La réso-
lution de ces exercices implique des stra-
tégies, et donc des connaissances, beau-
coup plus évoluées sur I'addition et la suite
numérique. Nous illustrons cette stratégie
en nous appuyant sur I'exercice d. Il faut
d'abord composer additivement 2 et 3 et,
par stratégie de comptage, identifier ce
qu'il mangue & 5 pour obtenir 9 : 5 6 (1),
7 (2), 8 (3), 9 (4). Le niveau de complexité
de cette stratégie est semblable & celui exi-
gé pour compléter des égalités lacunaires
de type : 5+ ___ = 9. Pour trouver un terme
manguant & une addition, il faut considé-
rer simultanément le tout et une de ses par-
fies, ce qui est conceptuellement difficile
puisque cela fait appel & la structure hiérar-
chique de type partie/tout (Kamii, 1990).

L'enseignante  s'impatiente  un  peu
puisqu'elle juge que les éleves n'utilisent
plus la stratégie qui a pourtant fonctionné
sur d'autres exercices. La confusion est
amplifiée du fait que les éléves completent
des suites numériques aux exercices d et e
et obtiennent, malgré cette stratégie erro-
née, des réponses numériques justes (par

exemple, en complétant la suite 2, 3, 4 plu-
tot que 2, 3 et 4 qui font 9). Pour permetire
aux éleves de réussir et de boucler I'acti-
vité, I'enseignante morcelle le travail de
composition. Ce morcellement est visible
lors d'une intervention & propos de I'exer-
cice e puisqu’elle prend alors & sa charge
une partie du tfravail. Comme le montre
I'extrait suivant, ce sont les deux doigts levés
par I'enseignante qui permettent & I'éleve
d'identifier le nombre recherché plus que la
stratégie de comptage qu'elle cherche &
lui exposer.

Enseignante : Il faut qu'il y en qit 8. On en
a3+ 2 cafait5 + 1 cafait 6 ... plus quoi,
pour faire 8 ¢ 6, .... 7, 8 ... je viens de fe
le montrer, 1,2,3 (rapide) 4, 5,... 6,... 7,... 8
(en levant 2 doigts).

Eleve : 2.

Enseignante: BON |

Cet exemple montre I'écart entre la stra-
tégie attendue par I'enseignante et celle
mise en ceuvre par les éléves, la confusion
dans I'échange & propos du savoir en jeu
et I'absence de moyens didactiques pour
faire progresser les éleves. Le fait que les
sifuations d’enseignement sont souvent peu
spécifiques du savoir visé, et ce d I'insu des
enseignants, est largement documenté.
L'acception et la définition de ce phéno-
mene différent cependant selon la théo-
rie convoquée. Par exemple, c'est depuis
la théorie de I'anthropo-didactique que
Roiné (2009) met en évidence comment
I'idéologie psychologisante, institutionnelle-
ment imposée aux enseignants, les rendrait
aveugles aux propriétés didactiques pou-
vant étre & I'origine des erreurs des éleves.
Cette idéologie conforterait I'idée que les
difficultés ne relevent que des caractéris-
tiques cognitives des éleves.

Si les situations ne présentent pas les carac-
téristiques propres & rencontrer le savoir
visé, on ne peut pas s'étonner que les ensei-
gnants développent des stratégies d'ensei-
gnement compensatoires qui produisent
des interactions ralentissant le temps didac-
fique. C'est le cas notamment du morcel-
lement de savoir et de I'algorithmisation
rapide qui visent a outiller les éleves de
technigques leur permettant de produire des



réponses justes (René de Cofret et Giroux,
2003 ; Salin, 2007). De plus, ces stratégies
sont considérées comme économiques
en tferme de femps d’enseignement.
Les études montrent cependant que les
connaissances acquises dans un tel cadre
n'ont souvent qu'un caracteére local et ne
sont pas utiles dans des situations différentes
(Lemoyne et Lessard, 2003). La question
du temps d'enseignement étant trés sen-
sible en adaptation scolaire a donné lieu
a plusieurs études sur le rythme d'avancée
dans le savoir (Favre, 2004 ; Toullec-Théry et
Marlot, 2013). L'ensemble de ces fravaux
montre que la progression dans le savoir
peuts'y étirerind0ment. Ce phénoméne est
lié, en partie, d la reprise des mémes conte-
nus (par exemple, les algorithmes d'addi-
fion, de soustraction, de multiplication et de
division) au détriment d'autres savoirs (par
exemple, la géométrie) (Conne, 1999).

Les phénomenes didactiques identifiés
éclairent les interactions en adaptation sco-
laire, mais ils mettent surtout en évidence
les contraintes qui pésent sur les gestes des
enseignants. En effet, il nous semble que les
actions des enseignants sont commandées
par une culture sur les difficultés scolaires
et par l'injonction institutionnelle d’adap-
ter I'enseignement aux caractéristiques
personnelles et cognitives des éléves. Par
ailleurs, les moyens didactiques pour réali-
ser cette adaptation? sont peu diffusés aux
enseignants et ne sont pas vraiment relayés,
au Québec a tout le moins, dans les orienta-
tions ministérielles et les moyens d'enseigne-
ment. Comme nous venons de le montrer,
si une analyse centrée sur le savoir mathé-
matique est nécessaire, elle n'est cepen-
dant pas suffisante pour comprendre les
échanges didactiques et remédier aux diffi-
cultés que pose I'apprentissage des mathé-
matiques pour certains éléves. C'est dans
cetfte perspective qu'un certain nombre
d’'études ont mis a I'épreuve des situations
d’enseignement construites en fonction des
contraintes propres a I'adaptation scolaire.

2 Notamment en jouant sur les valeurs des variables
didactiques des situations d’enseignement pour provo-
quer I'émergence de stratégies adaptées a la fois au
probléme soumis et qui engagent le savoir visé.

DES PISTES DIDACTIQUES A ETUDIER POUR
SOUTENIR L’ENSEIGNEMENT ET L’APPRENTIS-
SAGE DES MATHEMATIQUES EN ADAPTATION
SCOLAIRE.

Un résultat souvent rapporté, par les cher-
cheurs qui ont expérimenté des situations
d'enseignement en adaptation scolaire, est
la difficulté d'obtenir et de maintenir tout
au long de la situation un investissement
cognitif et mathématique de la part des
éléves. Si des facteurs d’ordre motivationnel
ou cognitif ont été invoqués pour expliquer
ce résultat, nous proposons de le cadrer &
partir des théories didactiques pour offrir
aux enseignants des pistes de solution.

Selon la théorie des situations didactiques,
la situation doit étre organisée pour favo-
riser, dans un premier temps, des interac-
tions fertiles et autonomes entre I'éléve et le
milieu didactique. Cela n’est possible que si
I'éléve investit sa rationalité, met en ceuvre
et finalise une stratégie et si le milieu didac-
tique Iui fournit une rétroaction sur la justesse
des connaissances qu'il a engagées. L'in-
formation que I'éléve tire de la rétroaction
permet alors de relancer l'interaction, s'il y
a échec de la stratégie. Une question qui se
pose en adaptation scolaire est : comment
soutenir cette interaction sans affecter I'au-
tonomie intellectuelle de I'éleve? L'accom-
pagnement de I'éléve d s'inscrire dans un
processus de mathématisation nous parait
essentiel. Pour celq, il faut organiser le milieu
pour que la stratégie mise en ceuvre soit
accompagnée d'une anticipation explicite
du résultat attendu. L'éleve est ainsi appelé
a finaliser sa stratégie pour confronter son
anticipation au résultat obtenu. Aussi, pour
que I'éléve puisse tirer de I'information de
la rétroaction, il faut s'assurer que le délai
entre I'action menée sur le milieu et la ré-
froaction du milieu soit court. Le milieu di-
dactique doit donc également étre organi-
sé pour offrir une rétroaction rapide (ce que
permet la calculatrice, par exemple). Un
tel milieu didactique ne peut se construire
que si les consignes, le matériel ou encore
le contexte n'écrasent pas le savoir en tant
gu’enjeu de la situation. Ainsi, I'étude sur la
maniere d'engager les éléves en difficulté &
faire fonctionner le savoir pour contréler des
situations mathématiques est la voie privilé-



giée par I'approche didactique.
CoNCLUSION

Nous avons cerné de maniere tres breve
ce que nous offre la didactique des mathé-
matiques pour interpréter non seulement
les difficultés d'apprentissage, mais égale-
ment les difficultés d’enseignement. Si nous
n'avons esquissé que quelques pistes pour
soutenir I'enseignement et |'apprentissage
des mathématiques, il nous semble que la
confrontation des cadres théoriques aux
contraintes propres & I'adaptation scolaire
doit étre accélérée pour favoriser non seule-
ment la réussite scolaire en mathématiques
des éleves en difficulté, mais également
leur entrée dans la culture mathématique.
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SUIVRE LE FIL DE LA PEN-
SEE DES ELEVES...

Christine Del Notaro

Université de Genéve

PROPOS INTRODUCTIFS

Les programmes peuvent paraitre par-
fois trés lourds dans les derniers degrés du
cycle 2 (éleves de 8 & 12 ans), ce qui a pour
conséquence que les enseignants pensent
devoir supprimer de leur enseignement les
sifuations plus ouvertes ou les ateliers, qu'’ils
estiment superflus, pour des raisons diverses,
qui leur appartiennent.

Ces décisions sont prises dans le but d'ac-
céder de maniére plus directe, pense-t-on,
a I'essentiel. La question qui se pose alors
est de savoir, premiérement, de qui émane
cet essentiel (de I'éleve 2 de |'enseignant 2)
et quelle est la consistance d’'un apprentis-
sage qu'un éléve ne construit pas lui-méme.

En ma qualité de formatrice universitaire en
didactique des mathématiques, c'est un
phénomene que j'observe souvent chez
les étudiants : ils élaborent des séquences
didactiques qui semblent cohérentes sur le
papier, mais qui ont to6t fait de s'écrouler lors
du passage a la contingence. J'en donne
un exemple ci-aprés.

L'une des théories qui ont inspiré I'ensei-
gnement primaire est la TSD (Théorie des
Situations Didactiques), dont I'auteur, Guy
Brousseau, est une figure marquante dans
le domaine. Cette théorie préside aux
manuels COROME des degrés 1P-8P en
vigueur ; en effet, dans la seconde moitié
des années 1990, lors de I'élaboration des
manuels, les auteurs frés empreints du cou-
rant de la didactique des mathématiques
francais en ont tenté une application aux
moyens d'enseignements dont ils avaient la
mission. Que cette tentative ait été incom-
plete et, sans nul doute, approximative,
j'en conviens d'autant plus adisément que
j'ai fait partie de I'équipe des auteurs 3-4

(5PH-6PH') ; j'en connais donc les moindres
rouages.

Le chemin scientifique parcouru depuis lors,
me fait dire que la théorisation de Brousseau
est une formidable modélisation de I'ensei-
gnement des mathématiques, mais qu’en
tant que telle, elle est difficile & appliquer
en classe, dans la mesure oU les conditions
scientifiques et les cautions institutionnelles
sont absentes.

Cela dit, c'est un puissant modele pour
penser la relation didactique et envisager
la notion d’'expérience. Comme nous le
verrons, c'est au cours de la situation d'ac-
tion que les éleves devraient avoir I'occa-
sion de recourir & de I'expérimentation et
de se fabriquer de ce fait, non seulement
une représentation du savoir, mais aussi une
expérience.

SITUATIONS ADIDACTIQUE ET EXPE-
RIENCE

Sans entrer dans trop de détails, rappelons
que Brousseau a distingué plusieurs situa-
tions? : deux situations didactiques, la dévo-
lution et I'institutionnalisation, et trois situa-
fions a-didactiques : action, formulation et
validation. C’est dans ces situations adidac-
tiques que I'éléve apprend. La dévolution
de la tGdche est de I'ordre du didactique
et implique que I'enseignant propose une
tache parlaquelle il fait accepterlarespon-
sabilité du probléme & résoudre ; Brousseau
dit que « la dévolution est I'acte par lequel
le professeur obtient que I'éléve accepte
la responsabilité de faire quelque chose
qu'on ne lui a pas enseigné au préalable ».
(Brousseau, 2009).

Les trois situations a-didactiques, sont aussi
dialectiques, dans le sens qu’elles se ré-
pondent : il ne faut pas y voir de hiérarchie,
mais des mouvements d'aller-retour entre
I'une et I'autre.

Ainsi, si la situation d'action doit permettre
a I'éleve d'entrer en matiere, il s'agit pour
ce dernier d'effectuer la tdche en élabo-
rant une connaissance outil, en contexte,

1 Eléves de 8-10 ans.

2 Trop souvent qualifiées de « phases », ce qui repré-
senfe un glissement de sens car Brousseau parle bien de
siftuations, avec ce que cela implique d’interactions.



qui permet d'agir, de prévoir, de décider. Il
recoit des informations de la situation et des
sanctions, peut réagir par des actions, des
prises de décisions ... et surtout, construire
un modele mental de cette situation. C'est
donc la situation par excellence, durant
laqguelle I'éléve va pouvoir procéder par ta-
tonnement, expérimentation, essais/erreurs.
Lors de la situation de formulation, I'éleve
en interaction avec ses pairs, va formuler
des éléments de solution, échanger des
informations, élaborer un code. On trou-
vera des illustrations de la formulation dans
les situations dites de communication entre
éléves (par exemple, un éléve transmet
des informations & un camarade pour qu'il
dessine une figure géométrique, ce qui im-
pligue une vérification, un débat, un ques-
fionnement). Enfin, par validation, on en-
fend le fait d’argumenter, de convaincre,
de prouver et d'élaborer une vérité collec-
tivement, prouvée auparavant en situation
de formulation, aprés avoir été éprouvée
durant la situation d'action. L'institution-
nalisation marque le retour au didactique
(I"'enseignant reprend la main) et fait office
de pendant & la dévolution. Lors de I'institu-
fionnalisation, I'enseignant donne un statut
social et scientifique & la connaissance, en
fixe les conventions et les notations.

Si les stagiaires s'approprient relativement
bien les notions de validation et de formu-
lation, la situation d'action est souvent évin-
cée au profit d'une situation de validation
(qui plus est, menée par le/la stagiaire au
détfriment des éleves), voire d'institutionna-
lisation.

QUuI VALIDE ?

Pour illustrer ce phénoméne, voici un
exemple dans lequel une stagiaire valide &
la place des éléves ; elle est quelque peu
débordée par I'afflux de connaissances qui
fusent de la part des éléves, et décide de
couper court, pour institutionnaliser.

Contextualisation : aprés deux lecons sur
une situation de divisibilité par 4, la stagiaire
désire clore ce chapitre, mais les connais-
sances résistent ; elle dit ceci aux éléves :
donc vous avez tous constaté la méme
chose ... vous étes d'accord que si on
remplace ce chiffre (la centaine) par un

aufre, cela n'a pas d'importance quand
on divise par 4 c’est pas important on
trouvera de toutes facons 0, c'est ces
deux derniers chiffres qui sont importants
donc vous étes tous d'accord avec ca ¢

Ce 4 quoi les éléves répondent par I'affir-
mative ; un éléve insiste cependant : « mais
ils doivent étre pairs » et revient  la charge
plusieurs fois, avec I'argument de la parité.
La stagiaire lui demande si les multiples de
4 peuvent étre des chiffres (nombres ) im-
pairs. Les autres éleves répondent que non,
elle continue ainsi : « donc forcément ca
sera un chiffre pair mais est-ce que c’'est
suffisant @ » L'éléve se raccroche & la regle
de la parité et lance « oui » | Cette connais-
sance entre en conflit avec la regle fraiche-
ment construite a propos des multiples de
4 (les deux derniers chiffres doivent former
un nombre multiple de 4). La stagiaire tente
de rétablir les acquis : « mais il faut que ce
soit un multiple de 4 quand méme » ; I'éleve
reste sur sa position, répétant que ce n'est
« pas obligé » ; pas obligé qu'ils soient mul-
fiples de 4, pair ca suffit [...].

Les échanges se poursuivent longuement,
activant une concurrence des connais-
sances entre la parité et la formation des
multiples de 4 qui se regle ici a I'aide des
connaissances sur la table de 4. La stagiaire
quelgue peu dépassée répond de maniére
péremptoire : « Alors je crois qu'on va s'arré-
ter Ia. Notez ce qu'on a constaté dans vos
cahiers ». Elle coupe court aux derniéres
objections des éleves, valide a leur place et
institutionnalise.

L'expérience que les éléves peuvent se
constituer dans une situation dite adidac-
figue occupe sans aucun doute la part la
plus importante de leurs apprentissages.
Cela se traduit dans les faits par I'accepta-
tion de la part du maitre, de la place d ac-
corder a I'expérimentation et la décision de
laisser les éléves suivre le fil de leur pensée.
Ceci suppose toutefois de leur permetire
de s'engager dans la tdche sans controler
ce qu'ils font en termes de juste ou faux,
d'apprentissage, de régulation, ou encore,
d'évaluation.

Les probléemes ouverts, de I'ordre d'une
technique pédagogique, permettent de



mesurer |'importance de ne pas avoir d'in-
tention d'enseignement au préalable autre
que, par exemple, I'exploration du nombre,
les essais/erreurs ou encore |'organisation
de données et I'élaboration de regles et/
ou lois. Ce sont souvent les relations entre
les nombres, mises en évidence par la situa-
tion, qui vont alimenter I'expérience.

Des questions surgissent alors : laisser explo-
rer le nombre et enseigner, est-ce compa-
fible 2 Comment concilier I'enseignement
et I'expérience de I'éléve 2 Nous consta-
tons que I'expérience est trés variable et
se montre instable : on ne la retrouve pas
forcément & chaque fois qu'on souhaiterait
la convoquer.

DE LA PARITE DES NOMBRES ...

Pour sonder les connaissances des éléves
a partir de ce que j'ai observé dans la
classe de la stagiaire, je leur ai proposé
des nombres inhabituels par leur formation
et leur longueur, pour voir de quoi était
faite leur expérience et leur ai demandé
si ce nombre était un multiple de 4. Voici
quelques exemples :

31T111111111111111111. Réponse non : les
éléves invoquent la forme du nombre et le
réduisent en éliminant les 1 superflus. lls en
concluent que 31 n'est pas multiple de 4,
s'appuyant en outre sur les connaissances
de la parité et de la multiplication par 4.

555555555555222222222. Réponse non : ils
invoguent Id encore, la forme du nombre et
révélent leurs connaissances de I'imparité
(le nombre est impair car il y a plus de 5
que de 2). D'autres éleves répondent que
le nombre est pair, justifiant leur propos par
la réduction du nombre (ils suppriment les
chiffres superflus) « c’est comme 52 et 52 est
multiple de 4 ».

277777777777777777774. Réponse oui [/
non : ceux qui disent oui regardent le der-
nier chiffre (ca finit par 4) et ceux qui disent
non, les deux derniers chiffres, orientant leur
réponse sur leurs connaissances de I'impa-
rité (7 est impair).

A444444777777777666666. Réponse non
invoguent la forme du nombre (& cause
des 7, le nombre est impair). Certains le
réduisent d 476 mais disent que non, proba-

blement parce gu'ils en reviennent & consi-
dérer le dernier chiffre, le 6.

Etc.

Les représentations des éléves d propos de
la formation d'un multiple de 4 sont de na-
tures fort diverses et nécessitent de ména-
ger un espace d’expérimentation pour les
éléves, afin de pouvoir se constituer une ex-
périence autour de ces multiples, sans quoi
ces connaissances ont peu de chances
d'étre mises en évidence.

Pour le chercheur, ce sont autant de perles
d cultiver pour comprendre, toujours mieux,
quelles connaissances sont mises en ceuvre
dans la justification de certaines affirma-
fions.
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INTRODUCTION

Dans un contexte international de promo-
tion de la démarche d'investigation (DI)!
comme stratégie d'enseignement visant
notamment & enrayer la désaffection des
jeunes a I'égard des sciences et des ma-
thématiques (Rocard et al., 2007), de nom-
breux projets internationaux ont vu le jour.
Entre 2009 et 2013 une équipe de recherche
de I'Institut universitaire de formation des
enseignants de Genéve (IUFE) a participé
au projet PRIMAS (Promoting inquiry based
learning in mathematics and science edu-
cation across Europe)? qui encourage la
pratique de la DI dans les classes. Dans ce
cadre, une enquéte a été menée aupres
des enseignants de mathématiques et de
sciences des pays partenaires de PRIMAS?
pour estimer leur intérét et leur implication
dans ce type de démarche. Notre propos
s'appuie sur le rapport de I'enquéte PRI-
MAS (Euler, 2011) et I'analyse des réponses
des enseignants genevois (Kopp & Weiss,
2014a).

La présente communication fait suite d un

premier article publié dans Math-Ecole n°®

221 qui présentait les résultats de I'enquéte
concernant I'attitude des enseignants vis
a vis de la DI (Kopp & Weiss, 2014b). Dans

1 Inquiry based learning (IBL) en anglais.
2 Lié au programme-cadre européen n°7 (FP7).
3 Pays partenaires : http://www.primas-project.eu/ar-

tikel/en/1298/partners/view.do.

cette seconde partie, nous analysons ce
que les enseignants disent de leurs pra-
tiques de classes.

Comme dans la premiére partie, nous pré-
sentons les résultats de I'enquéte, en com-
paraison internationale et en fonction des
caractéristiques des répondants genevois,
pour identifier des difficultés potentielles a
la mise en ceuvre de la DI dans notre région.

Pour MEMOIRE : A PROPOS DE DE-
MARCHE D INVESTIGATION

Les différentes définitions de la DI (Cal-
mettes, 2009, 2012; Dorier & Maass, 2014 ;
Grangeat, 2011, 2013) ont en commun de
valoriser les méthodes actives tout en per-
mettant la construction de sens en vue
d'induire des changements conceptuels
chez I'éléve. En d'autres termes, il s'agit de
rendre I'éleve intellectuellement actif et
responsable de ses apprentissages & travers
la dévolution. Ainsi, la DI est une approche
résolument centrée sur I'éléve (sur ses ap-
prentissages) par opposition & un enseigne-
ment centré sur I'enseignant et sur la frans-
mission de connaissances.

Pour son enquéte, PRIMAS (Euler, 2011) défi-
nit la DI de facon assez large :

La DI est une maniére, centrée sur I'éléve,
pour apprendre des contenus, des stra-
tégies et développer des compétences
d’'apprentissage par soi-méme. Les éleves

e développent eux-mémes les questions
a examiner,

* s'engagent dans une recherche auto-
dirigée (diagnostiquer les problemes,
formuler des hypothéses, identifier des
variables, recueillir des données, docu-
menter le travail, interpréter et communi-
quer les résultats),

e collaborent les uns avec les autres.

Le but de la DI est de stimuler les éléves
a adopter un esprit de recherche critique
et des aptitudes a la résolution de pro-
blemes. (Euler, 2011, p. 38, notfre traduc-
tion).
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QUESTIONS DE RECHERCHE

En analysant les données de I'enquéte PRI-
MAS, nous avons I'opportunité de mieux
connaitre les pratiques des enseignants
vis a vis de la DI. Comment la DI est-elle
pratiqguée a Genéve comparativement a
d’autres pays européens ¢ Est-ce que cette
pratique est uniforme dans les différents
niveaux d’enseignement 2 Est-ce qu’elle
dépend de la discipline enseignée 2 Ou
encore de I'expérience de I'enseignant 2

METHODOLOGIE

L'enquéte repose sur un questionnaire élo-
boré au sein du projet PRIMAS. Celui-ci a
été envoyé aux enseignants de mathéma-
tiques et de sciences durant I'année 2010-
2011 dansles 12 pays ou régions partenaires
du projet selon des modalités qu'ils ont eux-
mémes définies. Bien que I'échantillonnage
ne soit pas strictement représentatif (Euler,
2011), I'enquéte nous donne de précieux
renseignements sur les pratiques des ensei-
gnants.

A Genéve, le questionnaire a été adressé a
I'ensemble des enseignants du primaire et
d tous les enseignants de mathématiques et
de sciences du secondaire | ef Il.

Rappelons quelques données du corpus
des réponses obtenues. Au niveau inter-
national, I'enquéte a recuellli les réponses
de 925 enseignants. A Genéve, nous avons
recu 162 réponses dont 83 proviennent
d’enseignants primaires et 79 d'enseignants
secondaires, soit respectivement environ
3% et 10% des enseignants genevois, selon
le mémento statistique du SRED (2012)*. Ces
taux de retour sont tout a fait comparables
A ceux obtenus dans d'autres études du
méme type. Notons encore que le nombre
de réponses obtenues & Genéve est, en
chiffres absolus, le plus important de tous les
pays et régions participants.

Le recueil des questionnaires reposant sur
le bon vouloir des enseignants fait que I'on
peut s'attendre d une surreprésentation des
personnes concernées par la DI. De plus, ce
sont les enseignants eux-mémes qui parlent
de leurs pratiques. Ce sont Ia des limites qui,

4 http://www.geneve.ch/recherche-education/doc/
publications/docsred/mementos/2012/memento.pdf.

a l'instar d'autres enquétes du méme type
(Monod-Ansaldi & Prieur, 2011), obligent &
considérer nos résultats avec prudence et &
les interpréter en termes de tendances gé-
nérales plutdt que de statistiques précises.

RESULTATS

Dans la partie du questionnaire concer-
nant les pratiques de classe, chaque ensei-
gnant est invité & choisir une de ses classes.
Il indigue ensuite avec quelle fréquence |l
met en ceuvre dans cette classe les pra-
tiques proposées. Il répond en utilisant une
échelle de 1 a 4 (1 jamais ou rarement, 2
dans quelques lecons, 3 dans la majorité
des lecons, 4 pratiquement toujours).

Pour I'analyse, les questions sont regrou-
pées selon 5 variables dont on calcule la
fréquence de mise en ceuvre chez les en-
seignants.
e EXE se réfere 4 la pratique d'exercices.
Elle reflete une pratique centrée sur I'en-
seignant qui donne la théorie puis fait faire
des exercices.
¢ APP décrit un enseignement focalisé sur
les applications pratiques des mathéma-
tiques et des sciences, mettant I'accent
sur les liens avec la vie quotidienne.
e EDI correspond aux pratiques fondées
sur les discussions de résultats expérimen-
faux.
¢ HON se rapporte aux activités pratiques
proposées par I'enseignant et réalisées
par les éléves.
¢ INV représente les activités de type
investigation dans lesquelles les éleves
testent leurs propres idées et concoivent
leurs propres expériences.

Notons que les deux derniéres variables
(HON et INV) concernent des pratiques
dans lesquelles les éléves sont actifs.

COMPARAISON INTERNATIONALE

Globalement, dans tous les pays concernés
par I'enquéte, les pratiques centrées sur le
maiire et les exercices sont beaucoup plus
fréquentes que les approches centrées sur
I'éleve, qu'il s'agisse d'activités pratiques
ou de DI. En effet, les données synthétiques
(Figure 1) montrent que la pratique d'exer-
cices (EXE) concerne la majorité des lecons
alors que la DI (variable INV) reste globa-


http://www.geneve.ch/recherche-education/doc/publications/docsred/mementos/2012/memento.pdf
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lement peu fréquente. Dans ce contexte
général, les enseignants font fréquemment
référence a des applications dans la vie
quotidienne (APP) et accordent de I'impor-
tance aux discussions en lien avec les expé-
riences (EDI) afin de donner du sens & leurs
cours et motiver les éleves.

Mise en ceuvre : 1 jamais ou rarement ; 2 dans quelques
lecons ; 3 dans la majorité des lecons ; 4 pratiquement
foujours.

Différences statistiquement significatives :

* seuil p<0.05; ** seuil p<0.01.

Figure 1 : Fréquence de mise en ceuvre de
différentes pratiques dans les classes.

Si les enseignants genevois ne font pas ex-
ception pour ces pratiques maijoritaires, ils
se distinguent en revanche par un recours
plus fréquent a l'investigation : ils sont pro-
portionnellement plus nombreux & recourir
régulierement (dans la majorité des lecons
ou presque toujours) a la DI (31% contre
21%) (cf. Figure 2). lls sont aussi moins nom-
breux (17% versus 25%) & ne jamais prati-
querla Dl.

Cette caractéristique est relevée par Euler
(2011) qui compare les résultats de I'en-
quéte PRIMAS avec ceux de PISA 2006 et
conclut que « Geneve est une des régions
qui a le plus intégré une culture d'enseigne-
ment centrée sur I'éléve ».

Mise en ceuvre : 1 jamais ou rarement ; 2 dans
quelques lecons ; 3 dans la majorité des lecons ; 4 pra-
fiquement toujours.
Figure 2 : Mise en ceuvre de démarches
d'investigation: répartition des réponses.

ANALYSE LOCALE

A Genéve, les pratiques qui mettent en
avant les applications des mathématiques
et des sciences (APP) sont largement ré-
pandues. Il est intéressant de noter qu’elles
sont un peu plus fréquentes au secondaire
qu'au primaire (cf. Figure 3). Par dilleurs,
elles sont nettement plus fréquentes au se-
condaire Il (PO) qu’'au secondaire | (CO)s.
Les approches des concepts abordés au
secondaire étant souvent plus abstraites,

Mise en ceuvre : 1 jamais ou rarement; 2 dans quelques
lecons; 3 dans la majorité des lecons; 4 pratiquement
toujours.

Différences statistiquement significatives :

* seuil p<0.05; ** seuil p<0.01.

Figure 3 : Fréquence de mise en ceuvre de
différentes pratiques dans les classes a Genéeve.

5 Le Cycle d’orientation (CO) correspond au secon-
daire | (12-15 ans) et le Post-Obligatoire (PO) correspond
au secondaire Il (éleves de 15-19 ans).



on peut penser que les enseignants portent
une attention plus grande & signaler les ap-
plications des concepts qu'ils traitent.

En revanche, les activités pratiques enca-
drées (HON) sont significativement plus dé-
veloppées au primaire qu'au secondaire.
Ainsi les éléves du primaire font plus d'acti-
vités pratiques et ont plus souvent I'occa-
sion de « tirer des conclusions & partir d'ex-
périences qu'ils ont réalisées eux-mémes »
pour reprendre les termes du questionnaire.
Toutefois le recours a la DI n'y est pas plus
fréquent. En effet, les activités du type in-
vestigation (INV) sont mises en ceuvre avec
une fréquence semblable dans les deux
niveaux d'enseignement.

Les résultats montrent encore que les ensei-
gnants du primaire sont beaucoup plus at-
tachés a suivre le manuel ou le protocole
que leurs collégues du secondaire, ce qui
peut s'expliquer par leur formation généra-
liste, moins & I'aise que les spécialistes dans
chaque discipline. lls accordent plus d'im-
portance a « laisser aux éleves le temps de
réaliser les activités » et ont moins souvent
recours A un enseignement collectif. Ceci
est en lien avec la prégnance du cours
magistral au secondaire, mais aussi avec la
pratique de la différenciation pédagogique
dans les classes primaires hétérogenes.

A I'école primaire, seul un petit nombre
d’'enseignants (9/83) choisit de décrire ses
prafiques dans un cours de sciences, la plu-
part préférant décrire une lecon de mathé-
matiques. Bien sdr, cette répartition refléte
le temps alloué a ces disciplines dans I'ho-
raire de I'éléve (2 périodes hebdomadaires
de sciences pour 6 périodes de mathéma-
fiques), mais peut aussi traduire une plus
grande aisance en mathématiques qu’en
sciencest. Vu le déséquilibre dans le nombre
d’enseignants concernés, nous ne pouvons
pas comparer plus en détail les pratiques
de mathématiques et de sciences dans les
classes du primaire.

Au secondaire, notre échantilon compte
environ autant d'enseignants se référant
d une classe de science (35/79) qu'a une
classe de mathématiques (38/79). La com-
paraison des pratiques de ces deux groupes

6 Dubois, L. (2013). Communication personnelle.

(cf. Figure 4) met en évidence des diffé-
rences qui paraissent liées aux fondements
des disciplines et & leur didactique propre.
Bien que courante dans les deux branches,
la pratique d’exercices est nettement moins
fréquente en sciences (EXE). Outre le fait
que I'enseignement des mathématiques a
une longue fradition dans ce domaine, une
discipline comme la biologie se préte mal
aux exercices d'application en série.

Nous avons vu que les maitres du secon-
daire font frequemment des liens entre ce
qu'ils enseignent et des applications en de-
hors de I'école (APP). En classe de sciences,
les enseignants attachent significativement
plus d'importance & ces liens. On peut y voir
un reflet du fondement méme des sciences
expérimentales qui visent G expliquer le
monde réel, alors que les mathématiques
sont par nature plus théoriques.

Mise en ceuvre : 1 jamais ou rarement; 2 dans quelques
lecons; 3 dans la majorité des lecons; 4 pratiquement
toujours.

Différences statistiquement significatives :
* seuil p<0.05; ** seuil p<0.01.

Figure 4 : Fréquence de mise en ceuvre de
différentes pratiques en mathématiques et
en sciences dans les classes genevoises.

Comme afttendu, les fravaux prafiques
(HON) sont plus fréquents en sciences
gu'en mathématiques. Il s'agit surtout
d'activités encadrées, de type protocole a
suivre. Un examen détaillé des questions qui
composent cette variable montre que les
activités pratiques sont plus encadrées en
sciences. Les lecons ouU « les éléves ont I'op-
portunité de travailler avec peu ou aucun



guidage » sont significativement moins fré-
quentes au cours de sciences qu'au cours
de mathématiques’. En mathématiques,
I'enseignant peut laisser plus de liberté aux
éléves sur les stratégies de recherches, alors
que les expériences scientifiques sont sou-
vent contraintes par I'utilisation de matériel
et de substances nécessitant des précau-
fions.

Enfin, les activités d'investigation ne sont
pas plus fréquentes en mathématiques
qu'en sciences.

En mathématiques (38 enseignants), les
pratiques déclarées au cycle d’orientation
(CO) et au post-obligatoire (PO) ne se dis-
finguent pas significativement au vu des
petits effectifs concernés (respectivement
21/38 et 16/38). La tendance irait dans le
sens d'un peu plus de DI au PO qu'au CO.
Une seule question révéle une différence
marguée :les enseignants du CO accordent
significativement  plus d'importance a
essayer « de faire en sorte que les éleves
n'aient pas peur de se fromper » que leurs
collégues du PO. Cela traduit sans doute
une posture orientée vers I'éleve et visant
a favoriser son implication dans la résolution
de problémes. C'est aussi la marque d'un
statut de I'erreur qui est alors vue comme
une opportunité d'apprendre (Astolfi, 1997)
plutét que comme une faute ou un bug.

Une derniére comparaison concerne l'en-
seignement des sciences au secondaire
(35 enseignants). Les enseignants du CO
se distinguent nefttement par un recours
moins fréquent & une progression organi-
sée du simple au complexe, sans doute
reflet des changements intervenus dans le
plan d'études du CO de 20018, accompa-
gné de formations continues développant
I'idée d'aborder des questions complexes

7 Mise en ceuvre : 1.74 pour les sciences et 2.08 pour les
mathématiques, différence significative au seuil p<0.03.
8 En 2000-2001 le CO genevois a renouvelé les plans
d'études de toutes les disciplines, suite & un processus
de réflexion de 5 ans partant des finalités de I'enseigne-
ment au CO. Ont été alors introduites et généralisées
les idées d'enseignement par le probléme, de situa-
tions complexes, de travail de groupe en lien avec des
théories didactiques dans une vision socio-constructiv-
iste.

avec les éléves. A I'opposé, les enseignants
du PO restent plus attachés a une vision
linéaire de I'apprentissage et transmissive
de I'enseignement. Dans la méme ligne, au
CO les activités dans lesquelles « les éléves
tirent des conclusions & partir d'une expé-
rience qu'ils ont faites eux-mémes », qinsi
que des démarches d'investigation (INV)
sont pratiquées plus souvent (Figure 5).
Cette distinction — hautement significative
— monfre qu'au PO I'enseignement s’inscrit
souvent dans une logique donnant la prio-
rité a I'explication (théorique), alors qu'au
CO, les enseignants adoptent une posture
davantage orientée vers I'éleve et plus
cohérente avec la DI. Ceci correspond aux
observations faites en France par Monod-
Ansaldi et Prieur (2011) et peut s'expliquer
par la réforme des plans d'études de 2001,
qui prénent explicitement une approche
par situation probléme et/ou par investiga-
fion.

Pour terminer, nos données ne montrent
pas d'influence de I'expérience des ensei-
gnants sur la pratique de la DI, méme si les
enseignants expérimentés recourent moins
souvent que leurs collégues & des pratiques
centrées sur la transmission et les exercices
(variable EXE).

Mise en ceuvre : 1 jamais ou rarement; 2 dans quelques
lecons; 3 dans la majorité des lecons; 4 pratiquement
toujours.

Figure 5 : Démarches d’investigation
en sciences, bien plus fréquente au
secondaire | qu'au secondaire Il.



Discussion

Dans un contexte institutionnel qui était glo-
balement favorable & la DI (Kopp & Weiss,
2014b) nous observons que les activités
pratiques et la DI sont bien présentes dans
I'enseignement des mathématiques et des
sciences. Par rapport aux autres pays du
groupe PRIMAS, cela confirme [I'aftitude
positive des enseignants vis & vis de la DI et
une plus grande centration de I'enseigne-
ment sur les activités des éleves que dans
d’'autres pays.

Cependant, toutes les activités pratiques ne
sont pas synonymes d'investigation. En ef-
fet, les activités pratiques peuvent étre trés
guidées et n'impliquent pas toujours une
réelle dévolution du probléme a ['éléeve.
Outre les contraintes des programmes déjd
évoqués dans la premiere partie, on ob-
serve en sciences que plus on avance dans
le cursus, plus les activités sont fermées. On
constate ainsi une situation ou les éléves
les plus agés (mars) sont moins souvent
confrontés aux démarches de haut niveau
faxonomique? qui sont en jeu dans la DI. Il y
a certainement Ia une difficulté propre aux
sciences ou les éléeves ont, moins souvent
qu'en mathématiques, I'opportunité de tra-
vailler avec peu ou aucun guidage. Cela
peut s'expliquer car le recours a I'expéri-
mentation dans les degrés élevés implique
souvent d’'orienter les éléves vers un proto-
cole déja établi en fonction du matériel ex-
périmental et d'autres contraintes (sécurité
notamment) et qui laisse peu de marge de
manoeuvre A I'éléve pour s’approprier une
expérience ou en proposer une variante.
Le passage de la dévolution du probleme
a I'application d'un protocole donné est
un nceud difficile de la DI en sciences. Cet
obstacle n'apparait pas en mathématiques
oU une dévolution plus large du probléme
est possible. Tout comme ses collégues de
sciences, I'enseignant de mathématiques
se trouve cependant confronté au choix
difficile de la situation problématique : trop
ouverte les éléves partent dans toutes les di-
rections et ne construisent pas le savoir visé,
trop fermée les éléves ne font qu'appliquer

9 Voir par exemple : http://edutechwiki.unige.ch/fr/
Niveaux_ et types d%E2%80%99apprentissage.

les derniéres notions étudiées.

CONCLUSION

Cette seconde facette de I'enquéte me-
née en 2011 donne une vision plus précise
des pratiques de classe et de I'attitude des
enseignants genevois envers la DI. Cela est
d'autant plus intéressant que cet instanta-
né surles pratiques intervient au moment de
I'infroduction & I'école obligatoire du Plan
d’'études romand (CIIP, 2010), qui réaffirme
dans ses priorités les références a la résolu-
tion de problémes et qui promeut plus glo-
balement le recours & la DI.

Comme nous I'évoquions dans la premiere
partie, les enseignants étaient trés préoccu-
pés par la mise en ceuvre des réformes au
moment ou ils ont rempli le questionnaire.
Aprés la période chargée de I'introduction
de ces nouveaux programmes, il sera inté-
ressant d'observer l'influence de ceux-Ci
sur leurs pratiques. En effet, la contrainte du
programme étant forte, on peut s'interroger
sur la place qui sera effectivement dévolue
d la DI. Cependant, nous parions que les
enseignants, frés impliqués dans de telles
démarches, ne sont pas préts a y renoncer.

Nofons encore que le nouveau cours de
Démarches scientifiques et modélisation mis
en place d Genéve & I'intention des éléves
de 11¢ profil Sciences est précisément un
lieu propice a la démarche d'investigation
impliquant d la fois les mathématiques et les
sciences.
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ANALYSE DE L ACTIVITE
“TOURS DE PERLES”

Lionel Fontana et Anouchka Haifi-
Blandin

Etudiants & I'Université de Geneve

L'énumération, définie comme le parcours
organisé d'une collection, n'est pas inné
chez les jeunes enfants, mais est bien le
résultat d'un apprentissage de différentes
démarches qui peuvent étre travaillées &
I'école. Il nous a alors paru intéressant de
développer une question de recherche por-
tant sur la mobilisation de connaissances en
lien avec I'énumération chez les éléves les
plus jeunes pour résoudre I'activité « Tours
de perles » (Bugnon, Choquet, Corthésy,
2006). Cet article présente tout d'abord
notre analyse de cette activité, puis des
éléments de notre observation de la réalisa-
fion de « Tours de perles » dans une classe.

PRESENTATION DE L’ACTIVITE

L'activité « Tours de perles » est concue
pour les classes de degrés 1P (4-5 ans) et 2P
(5-6 ans) HarmosS. Les éléves ont a disposi-
fion une plaque de Sagex avec un certain
nombre de cure-dents plantés (Image 1)
ainsi qu'une boite contenant un nombre
déterminé de perles de couleurs différentes
(deux & quatre couleurs différentes). Les
éleves doivent construire un maximum de
tours différentes de deux ou trois étages en
enfilant les perles sur les cure-dents.

Image 1

ANALYSE DIDACTIQUE DE L’ACTIVITE

RESOLUTION DE L’ACTIVITE

Pour construire un (le) maximum de tours
différentes, il faut s’assurer que toutes les
tours sont différentes et que toutes les com-
binaisons sont représentées. L'unicité de
chaque tour est plus facile & maitriser si &
chaqgue nouvelle tour on s'assure qu'elle est
différente des tours déja construites. Pour
s'assurer que les combinaisons sont toutes
représentées il faut s'organiser dans la
construction de chaqgue nouvelle tour. Ces
deux confraintes peuvent étre maitrisées
par la mobilisation de connaissances liées a
I'énumération. La collection des tours pos-
sible n'est pas disponible, elle est a créer.
Construire toutes les tours de 3 étages avec
4 couleurs par exemple, revient a créer ma-
tériellement une collection, qui existe indé-
pendamment de sa représentation maté-
rielle. La création de la collection matérielle
revient alors a parcourir la collection im-
matérielle (souvent inconnue), sans consi-
dérer deux fois le méme élément, sans en
oublier et de savoir quand on a terminé. Par
exemple il est possible de s'organiser dans
la construction en commencant par les
tours avec des couleurs d'étages fixes (les
deux premiers par exemple et le troisieme
variable). Cela permet de travailler sur des
sous-collections de la collection de tours
possibles. La résolution de I'activité revient
alors & la reconstruction d'un ensemble de
sous-collections.

ETUDE DES VARIABLES DIDACTIQUES

Plusieurs variables didactiques sont pré-
sentes dans cette activité. Nous avons choisi
de présenter les quatre que nous avons fait
varier au cours de sa réalisation en classe.
¢ le nombre de couleurs : plus il y a de
couleurs a disposition, plus la collec-
tion & construire est importante. Ainsi, le
nombre de combinaison de couleurs pour
construire des tours (avec un nombre fixé
d'étages) sera élevé. L'éleve devra étre
organisé pour étre sOr de ne pas construire
deux tours identiques ou pour ne pas ou-
blier une combinaison. Dans le cas de peu
de couleur, la collection est plus petite |'or-
ganisafion dans sa construction peut étre
opftionnelle.



¢ le nombre d'étage de chaque tour
peut aussi influencer la difficulté de réso-
lution de I'activité et le besoin d'organi-
sation. L'éléve doit avoir une organisation
plus poussée siles tours doivent étre consti-
tuées d'un nombre important d’'étage.
A l'inverse, si le nombre d'étage est bas,
cela simplifie sa progression et il peut alors
plus facilement identifier les tours man-
quantes sans nécessairement s'organiser.
¢ le nombre de cure-dents plantés sur
la plague : si un éléve recoit une plaque
comprenant autant de cure-dents que
de tour & construire, il n'a pas besoin de
s'inquiéter d'avoir construit la derniere
tfour de la collection. Sile nombre de cure-
dents est supérieur au nombre de tours &
construire, I'éleve doit s'assurer lui-méme
qu'il a construit la derniére tour. Il est aussi
possible qu'il décide de remplir tous les
cure-dents disponibles, en créant alors des
doublons.

¢ le placement des cure-dents : si ceux-Ci
sont disposés linéairement, I'éleve est aidé
dans son organisation. Il est probable qu'il
suive la ligne de cure-dents pour créer ses
fours. Au confiraire, si les cure-dents sont
désordonnés sur la plaque, I'éleve doit
s'organiser seul dans la consfruction de
sa collection. Il est plus probable qu'il ne
s'organise pas et remplisse les cure-dents
aléatoirement, prenant le risque de dou-
blons ou d'oublis.

QUESTION DE RECHERCHE

Nous souhaitons au travers de cette activité
identifier quelles sont les connaissances des
éléves liges a I'énumération et comment ils
les mobilisent pour résoudre un probléme
d'énumération.

Notre question de recherche fait écho
a l'article de Briand (1999)., notamment
quand il décrit que « Lorsque le professeur
commande une action de comptage,
I'éléve doit mettre en ceuvre des connais-
sances (de nature spatiale) qui permettent
d'explorer la collection a dénombrer afin
de n’oublier aucun élément et de ne pas
repasser deux fois sur le méme » (Briand,
p.124).

CHOIX DES VALEURS DES VARIABLES DIDAC-
TIQUES

Afin d'identifier les connaissances des
éléves, nos choix des valeurs des variables
didactiques évoluent au cours de la
séance. Elle s'organise en trois sous-activi-
tés, chacune d'elles ayant ses spécificités.
e qactivité 1 : 2 couleurs de perles a dis-
position dans une boite posée devant le
groupe d'éleves, qui doivent constituer
des tours de 2 étages (collection de 4
tours), 4 cure-dents sont placés linéaire-
ment sur la plaque de Sagex.
e qactivité 2 : méme procédé mais avec
3 couleurs de perles pour des tours de 2
étages (collection de 9 tours), 9 cure-dents
placés linéairement sur la plague.
e qactivité 3 : idem, mais avec 2 couleurs
de perles pour des tours de 3 étages (col-
lection de 8 tours), 16 cure-dents, placés
en X, soit 2 lignes de 8 cure-dents s'entre-
coupant en leur milieu.

Ces choix de valeur de variables didac-
tigues permettent une approche spécifique
d chaque activité. Lors de la premiére activi-
té, les éléves doivent construire 4 tours avec
juste ce qu'il faut de cure-dents alignés. Le
milieu mis & leur disposition accompagne
I'éleve dans sarésolution. Dans la deuxieme
activité, le nombre de tours a construire
devient plus important mais les cure-dent
restent alignés et leur nombre correspond
au nombre de tours a construire. Bien que
la collection soit plus grande, le milieu reste
porteur pour I'organisation des fours. Dans
la troisieme activité, la collection ne gran-
dit pas mais I'organisation et le nombre de
cure-dents ne sont plus dans une configura-
tion de soutient. Ainsi I'éleve doit s'organi-
ser lui-méme dans la disposition des tours et
la construction. Pour cela il peut s'appuyer
sur les deux premiéres activités. Notre but
est d’'identifier les connaissances autour de
I'énumération des éleves dans des configu-
rations plus ou moins complexes. Ce dispo-
sitif permet aussi d'accompagner les éléves
dans leur réflexion, étant donné que cette
activité est proposée a des éleves de 1P
et 2P et qu’il peut y avoir de grandes diffé-
rences de niveau entre eux.



ETUDE DES STRATEGIES
Stratégies de base et stratégies erronées

Une stratégie de base pourrait étre que
I'éléve ne soit pas organisé dans la construc-
fion de ses tours et qu'il fasse des doublons
ou qu'il en oublie sans que cela ne le dé-
range. Une autre stratégie de base serait
que I'éleve n'utilise pas I'organisation des
cure-dents (alignés) et les utilise aléatoire-
ment. Les éléves pourraient aussi construire
chaque tour sans prendre en compte les
tours précédentes.

Une autre stratégie erronée que les éleves
peuvent mettre en place serait de ne
construire que des tours sans répétition de
couleur.

Une autre stratégie serait que les éléeves uti-
lisent tout le matériel qu'ils ont & disposition
(perles et cure-dents), et ce sans se soucier
d'avoir des doublons ou de ne pas faire un
nombre d'étages suffisant pour chaque
four.

Stratégie(s) visée(s)

Ce que nous attendons de I'éléve est qu'il se
donne les moyens d'organiser sa construc-
fion des tours. Par exemple, il consfruit fout
d'abord les tours en commencant par une
méme couleur pour la base et a une pro-
gression organisée, s'appuyant sur les sous-
collections de tours. Il peut aussi construire
chaque nouvelle tour en s’appuyant sur les
fours construites, en choisissant par exemple
une configuration non exploitée.

TRAITEMENT DE LA QUESTION DE
RECHERCHE

Nous avons analysé les différentes actions
réalisées par les éleves et comparé les stra-
tégies utilisées pour la résolution des activi-
tés. Pour ce faire, nous nous sommes focali-
sés sur les activités 2 et 3. L'activité1 nous a
permis de nous assurer que tous les éléeves
se sont appropriés la situation.

GROUPE 1

Lors de la seconde activité, la stratégie du
groupe 1 s'est apparentée a une des stra-
tégies visées. lls ont en effet construit leurs
tours linéairement (de gauche a droite) et
méthodiquement en se servant de la cou-
leur rouge comme base de la tour (rouge/

rouge), puis en insérant la seconde cou-
leur, puis la troisieme, et ce, toujours en
ne variant la couleur de base que lorsqu’il
n'était plus possible de faire de nouvelles
tours avec. lls ont ainsi anticipé le fait qu'il
y aurait des paquets de tours avec des élé-
ments communs.

lls ont donc utilisé des éléments du milieu
matériel a disposition (notamment le fait
d'avoir des cure-dents disposés linéai-
rement) pour construire leur stratégie
(construction linéaire et observation). En
outre, lors de cette étape, le nombre de
cure-dents leur a permis de conclure qu'ils
avaient construit I'ensemble des tours pos-
sibles.

Pour la troisieme activité, le groupe a dé-
buté avec une stratégie de base consistant
a remplir tous les cure-dents aléatoirement.
Les éléves ont pris cette initiative en sachant
qu'il y aurait des tours identiques & suppri-
mer. Pour ce faire, les éléves ont travaillé
individuellement sur la méme plague en dis-
posant pour I'un les perles sur la gauche de
la plague et pour I'autre sur la droite.

Toutefois, cette stratégie leur prenait du
temps et ne semblait pas aboutir d une
résolution de I'activité, ils ont alors décidé
de tout recommencer de facon linéaire
comme précédemment. Ainsi, la stratégie
visée consistant & construire les tours en
s'appuyant sur les sous-collections de tours
a été préférée par ce groupe, car celle-ci
leur a permis d'identifier la derniére tour &
construire sans faire de doublon. lls ont su
adapter leur stratégie sur un milieu moins in-
ducteur que pour les activités précédentes,
puisqu'il y avait plus de cure-dents que né-
cessaire et disposés non linéairement.
Concernant les connaissances liées a I'énu-
mération, on voit ci-dessus que le groupe 1
a été capable de construire une tour de la
collection, d'identifier deux tours différentes,
d’identifier les fours non encore construites,
de répéter ce processus plusieurs fois pour
construire I'ensemble des tours possibles et
de savoir quand il a construit la derniére
four. Ainsi, ce groupe a pu mettre en place
des stratégies de résolution en se basant sur
I'’ensemble de leurs connaissances liées &
I'énumération.



lls ont toutefois été déconcertés par la dis-
position en croix durant la tfroisieme activité
dont la linéarité n'était pas visible au pre-
mier abord. C'est pourquoi ils ont essayé
de s’adapter au milieu avec une nouvelle
stratégie. Or, ils ont su retourner & la straté-
gie précédente quand ils se sont apercus
de son potentiel par rapport a la deuxieme
stratégie.

lls se sont appuyés sur les caractéristiques
de la collection pour soutenir leur énuméra-
fion. C'est-a-dire qu'ils ont anticipé les sous-
collections possibles définies par I'étage de
base et ont constfruit les sous-collections.
Cela leur a assuré qu'ils ne construisaient
pas deux fois la méme tour, et & la fin gu'ils
avaient obtenu I'ensemble des tours pos-
sibles.

GROUPE 2

Lors de I'activité 2 de construction, une des
deux éleves a pris I'initiative de commencer
A construire des tours au bout de la ligne
de cure-dents, de gauche & droite. Ensuite,
I'éleve a continué ses tours a I'autre extré-
mité de la ligne de cure-dents, de droite &
gauche en débutant avec une combinai-
son de couleur déja présente a la premiere
extrémité, créant ainsi un doublon.

Aprés avoir rempli tous les cure-dents, le
binbme s'est apercu ne pas avoir assez de
place pour la combinaison bleu/bleu et a
commencé a cherchers'iln'y avait pas une
erreur. lls ont alors reconnu deux tours iden-
tiques bleu/rouge qu'ils ont remplacées par
la bonne tour.

Apres cette activité, nous pouvons donc
déja voir que ces deux éléves n'ont pas des
connaissances optimales de I'énumération,
en particulier pour la construction d'une
nouvelle tour. lls ne s'appuient pas sur les
tours déja construites afin d’en construire
une nouvelle. Les tours sont construites aléa-
toirement puis comparées afin d'identifier
d'éventuels doublons. Cette stratégie de
base peut fonctionner sur de petites col-
lections, mais elle risque d'étre fastidieuse
avec des collections plus importantes.

Pour I'activité 3, le groupe 2 est resté sur la

méme stratégie de base consistant a pla-
cer aléatoirement les tours et a rencontré

les mémes difficultés que précédemment
(certaines répétitions de couleurs qu'ils ont
parfois modifiées, parfois laissé telle quelles).
Toutefois, les deux éléves n'ont cette fois
pas rempli tout le plateau.

Les connaissances liées a I'énumération de
ce groupe sont en construction. lls sont ca-
pables de construire des éléments de la col-
lection, mais contrdlent I'unicité de chaque
élément a posteriori. lls ne s'assurent pas au
cours du traitement d'un élément de la col-
lection que cet élément n'a pas déja été
tfraité.

GROUPE 3

L'activité 2 a pu étre réalisée dans le temps
imparti par ce groupe. Les éléves ont utilisé
une stratégie de base consistant & remplir
les cure-dents linéairement de 2 perles,
sans prendre en compte les tours déja
construites. Le groupe a construit sa collec-
fion par tGtonnement en construisant une
tour aprés I'autre, de gauche & droite, en
s'assurant parfois que la derniére construc-
tion soit différente des premiéres et en rem-
plissant tous les cure-dents. lls ont foutefois
obtenu deux tours identiques qu'ils ont mo-
difiées par la suite, obtenant ainsi la collec-
fion attendue. lls ont conclu gu’ils avaient
construit I'ensemble des tours disponibles
quand ils ont rempli tous les cure-dents. s
sont donc basés sur le nombre de cure-
dents disponible pour savoir si la collection
était complete.

Pour I'activité 3, les éleves ont directement
démarré en remplissant les 16 cure-dents.
Puis, ils ont essayé d'éliminer les tours a
double. lIs ont utilisé une stratégie de base
qui peut devenir laborieuse avec des col-
lections importantes. Cette stratégie ne leur
permet pas de savoir s'ils ont frouvé toutes
les tours possibles.

Concernant I'énumération, ce dernier
groupe Utilise les mémes connaissances
que le groupe 2. Les éléves sont capables
d'identifier deux tours différentes mais ne le
font pas au cours de la création d'une tour.
Concernant I'identification des tours non
encore construites, les éleves ont eu besoin
de construire par tdtonnement une tour
et de la comparer avec les précédentes
pour étre sOrs que cette tour était man-



quante (tandis que le groupe 1 les visuali-
sait directement mentalement). Les éléves
de ce groupe 3 ont en outre été capables
de répéter ce processus plusieurs fois pour
construire I'ensemble des tours possibles.

Concernant la question de savoir quand la
derniére tour a été construite, nous ne pou-
vons affirmer que ce groupe maitrise cette
dimension. En effet, lors de la deuxieme
activité, ils se sont arrétés lorsque les cure-
dents étaient tous remplis. Lors de la troi-
sieme activité, la disposition des cure-dents
en croix les a perturbés dans I'organisation
de leur collection.

EFFICACITE DE LA SITUATION

Lors de cet exercice, les principales connais-
sances visées au niveau des apprentis-
sages concernaient I'organisation dans la
construction d’'une collection. En effet, au
fil des trois activités les éléves pouvaient
mettre a I'épreuve diverses stratégies et les
optimiser. Lors de la discussion finale, I'ensei-
gnante a d’ailleurs axé les échanges sur ce
point, en demandant aux éléves comment
ils s'étaient organisés et si cela était impor-
tant. Elle a ensuite expliqué aux enfants
divers moyens possibles (bien regarder,
construire les tours en lignes droites, efc.).

Les actions des éléeves témoignent de cer-
taines connaissances, plus ou mMoins ro-
bustes et complétes, autour de I'énuméra-
fion. L'enseignante a mis en place plusieurs
moments d'échange avec les éléves au
cours de la séquence. Elle a ensuite repris
une grande partie de ces échanges lors de
la derniére discussion. Ce dernier moment
collectif mené par I'enseignante a permis
de partager avec tous les éléves les diffé-
rentes actions pertinentes ou insuffisantes.
Ce dernier moment collectif pourrait étre
rapproché d'une institutionnalisation oU les
différents éléments formulés concernent
un savoir lié a I'énumération. Cependant il
s'agit pour un si petit degré d'un vrai cha-
lenge que de formuler un tel savoir qui sou-
vent reste un implicite fort dans les classes.
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LEs LessoN Stupy ? KE-
SAKO ?

Stéphane Clivaz

Laboratoire Lausannois Lesson
Study, HEP Vaud

Originaire du Japon, une nouvelle forme
de développement professionnel des en-
seignants se déploie depuis peu en Suisse
romande, en particulier en mathématiques.
Autour de I'élément de base du métier
d’enseignement, la lecon, ces Lesson Study
(LS) sont une occasion de développement
des connaissances professionnelles des en-
seignants ainsi que de développement de
celles des autres acteurs de I'école. Cet ar-
ticle propose une breve présentation du dis-
positif et évoque quelques exemples de son
utilisation. Certains de ces exemples pour-
raient étre développés dans des articles &
venir.

DEs Jugyo KENKkYU Aux LESSON
StupY

Popularisées dans les années 2000 & la suite
des comparaisons internationales TIMMS!,
les Jugyo Kenkyu, littéralement études de
lecon, sont nées au Japon dans les années
1890. A I'occasion d'une réforme scolaire,
les enseignants ont commencé a se réunir
afin d’observer des legons, en particulier
de mathématiques, et de les examiner de
maniéere critique (Shimizu, 2014). Ces études
de lecons se sont ensuite généralisées dans
I'ensemble du Japon. Dans les années 1990,
d la suite des études internationales mon-
frant les bonnes performances des éleves
japonais en mathématiques, I'étude TIMMS
a comparé en détail les lecons de mathé-
matiques de 8°m¢ année? (10°™ Harmos),
notamment japonaises et étatsuniennes.
Les chercheurs ont été frappés de consta-
ter que ces legons varicient énormément
d'un pays a I'autre, mais fort peu a l'inté-
rieur d'une méme culture. Stiegler et Hie-

I Voir http://www.timss.org.

2 Eléves de 13-14 ans.

bert (1999) ont qinsi parlé d'un Teaching
Gap., un fossé en matiére d’enseignement,
entre le Japon et les USA en particulier. lis
ont décrit ce qui, selon eux, expliquait pour-
quoi, par confraste avec I'enseignement
essentiellement procédural aux USA, les
enseignants japonais avaient un enseigne-
ment des mathématiques a la fois efficace
et essentiellement axé sur la compréhen-
sion des mathématiques et la résolution de
problémes : la pratique des Jugyo Kenkyu
(Stigler & Hiebert, 1999). Fort de cette pro-
motion, et gr@ce en particulier aux fravaux
de Lewis qui a formalisé et popularisé les LS
aux USA (Lewis, 2002, 2015 ; Lewis & Hurd,
2011), ce mode de développement profes-
sionnel s'est développé aux USA, mais aussi
en Europe du Nord et dans le reste de I Asie.

LE cycLE DE LESSON STUDY

Les LS partent d'une difficulté & propos
d'un sujet d'enseignement, relevée par
un groupe d’'enseignants. Les enseignants
analysent I'apprentissage visé, étudient la
notion mathématique, consultent les divers
moyens d'enseignement, étudient des
articles de revues professionnelles... Cette
étude leur permet de planifier ensemble
une lecon.

Figure 1 : Le processus de LS (d'apres
Lewis & Hurd, 2011, p. 2)

Cette lecon est mise en ceuvre dans la
classe d'un des membres du groupe. Les
autres enseignants observent la lecon en
direct et analysent son impact sur les ap-
prentissages des éléves. Le groupe peut
décider de planifier une version améliorée
de la lecon qui sera donnée dans la classe


http://www.timss.org

d'un autre enseignant et la boucle recom-
mence. Le résultat du travail est diffusé, a
la fois sous la forme d'un plan de lecon dé-
taillé utilisable par d'autres enseignants et
d’'articles dans des revues professionnelles.

DE Tokyo A LAUSANNE

Des LS de divers types sont menées au sein
du tout nouveau Laboratoire Lausannois
Lesson Study (3LS) & la HEP Vaud. Nous en
décrivons ici fort brievement trois exemples,
qui seront peut-étre développés dans
d’autres articles.

LS N maTHS EN 5H-6H

Une équipe de huit enseignant-e-s de 5H-6H
(8-10 ans) de deux établissements primaires
de la région lausannoise a travaillé durant
deux ans autour de lecons de mathéma-
tiques (article dans I'Educateur de dé-
cembre 2015). Encadré par deux coaches,
un didacticien des maths et une spécialiste
des processus d’enseignement-apprentis-
sage, le groupe a travaillé sur quatre cycles
(voir Figure 1) de lecons de mathématiques
consacrés a la numération décimale, aux
transformations géométriques et a la résolu-
tion de problémes (deux cycles).

Les plans de lecon produits par le groupe
sont disponibles sur le site du laboratoire 3LS
(www.hepl.ch/3LS). La tche proposée est
souvent une activité des manuels d'ensei-
gnement romands qui a été décortiquée
et parfois recomposée par le groupe. Ces
plans contiennent une ou plusieurs « fiches
éléves » ainsi qu'une description détaillée
de la lecon pour I'enseignant. lls peuvent
étre directement utilisés, clef en main, par
tout enseignant intéressé, mais ils incluent
surtout les réflexions du groupe et des déve-
loppements mathématiques, didactiques
ou pédagogiques. lIs peuvent ainsi égale-
ment servir de base & un travail plus appro-
fondi. Toutefois, si ces plans représentent
un aboutissement du processus de LS, ils ne
sont, comme la réponse d un probléme de
mathématiques, que la réalisation visible
d'un « exercice de développement pro-
fessionnel » (Clivaz, 2015b, p. 103). La legon
n'est ainsi qu'un but apparent, un moyen
de développer les connaissances profes-
sionnelles des enseignants.

Autour de ce dispositif de formation s'arti-
culent plusieurs projets de recherche en
cours visant a étudier le développement
professionnel des enseignants, du point de
vue de leurs connaissances mathématiques
pour I'enseignement (Clivaz, 2012, 2014),
de I'évolution de leurs pratiques (Batteau,
2013), de leurs connaissances pédago-
giques ainsi que de leurs postures (Clerc,
2013) au cours du dispositif.

LS EN ECHANGE AVEC SINGAPOUR

Dans le cadre du programme d'échange
PEERS® de la HEP Vaud, des échanges ont
lieu entre trois étudiants en formation initiale
a I'enseignement et un formateur de la
HEP et un groupe similaire d'une institution
de formation étrangére. Plusieurs groupes
utilisent le processus de LS, a l'instar de ce
qu’ont vécu trois étudiantes de la HEP dans
un échange avec leurs collégues singapou-
riennes en 2014.

Parallélement & plusieurs visites d'écoles,
ces trois étudiantes et un formateur ont ainsi
travaillé & Singapour durant une semaine
afin d'étudier un probleme de mathéma-
fiques et de construire une lecon. Ceftte
lecon a ensuite été peaufinée au retour en
Suisse pour éfre donnée et observée dans la
classe de stage d'une premiére étudiante.
Les observations ont permis d'approfondir
encore le sujet et d'améliorer la lecon pour
la deuxieme, puis, de maniére analogue
pour la troisieme lecon. Cette troisieme le-
con a été observée également par les col-
légues singapouriens lors de leur semaine
en Suisse.

La comparaison des deux lecons « fi-
nales », singapourienne (via une vidéo) et
romande, a été riche d'enseignements sur
les conceptions différentes de la résolution
de probléme dans les deux régions. Cette
comparaison a en particulier mis en évi-
dence une forte tendance a enseigner a
résoudre des problémes (de maniere par-
tiellement standardisée et en utilisant Polya
(1945)) & Singapour et d'enseigner en résol-
vant des problémes en Suisse romande.

3 Projet d’Etudiants et d'Enseignants-chercheurs en
Réseaux Sociaux. Pour plus de renseignements consulter
le site de la HEP Vaud : www.hepl.ch.
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DES MICRO-LS EN FORMATION INITIALE

Dans le cadre du module « Régulations
des apprentissages et évaluation » de la
formation initiale des futurs enseignants
préscolaire-primaire & la HEP Vaud, tous les
étudiants réalisent des micro-LS (Fernandez
& Robinson, 2006), en mathématiques, en
sciences ou en frangais (Clerc & Martin,
2011; Martin & Clerc-Georgy, 2015). Pour ce
qui est des mathématiques, un groupe de
quatre étudiants étudie une erreur typique
en calcul réfléchi produite par un éleve réel
et planifie une interaction avec cet éleve
afin de le guider dans son apprentissage,
en particulier en utilisant des éléments
de métacognition. Un des étudiants vivra
ensuite cefte inferaction dans sa classe
de stage avec I'éléve concerné, enregis-
frera et transcrira cette interaction. Cette
franscription sera analysée par le groupe
en séminaire afin d’identifier les effets des
inferventions de I'enseignant sur les appren-
tissages des éléves et de préparer une nou-
velle version de l'interaction qui sera vécue
par un deuxieme étudiant avec un autre
éléve la semaine suivante, et ainsi de suite.

LES EFFETS DES LS, NOS PREMIERS
CONSTATS

Le centre d'une LS est la lecon. Toutefois,
le processus se déroule a plusieurs niveaux
documentés dans nos recherches :
e I'apprentissage des éléves est I'objectif
de la lecon, il est au centre des observa-
tions des enseignants ;
e cette focalisation sur I'apprentissage
des éleves et sur les effets de I'enseigne-
ment sur cet apprentissage est le moteur
d'une amélioration de I'enseignement, en
vue d'améliorer les apprentissages ;
e cette amélioration de I'enseignement,
et le travail de réflexion pour y parvenir
sont générateurs de développement des
connaissances professionnelles, didac-
tiques et pédagogiques des enseignants.

Ce développement est favorisé par plu-
sieurs éléments. Tout d'abord le processus
est proche de la pratique ordinaire des
enseignants mais il permet également une
prise de distance. Comme le disent Lewis et
Hurd (2011, p. 3) :

L'idée des LS est simple. Si vous voulez

améliorer I'enseignement, quoi de plus
évident que de collaborer avec vos col-
legues enseignants pour planifier cet
enseignement et examiner son effet sur
les éléves 2 Pourtant, si l'idée peut étre
simple, les LS sont un processus complexe.*

Ce caractére collaboratif de recherche est
un autre élément essentiel. La recherche
collaborative de solutions a une difficulté
d'enseignement-apprentissage permet
d'une part de développer des connais-
sances professionnelles et d'autre part de
focaliser le regard sur I'enseignement et
non sur I'enseignant lui-méme. Cette collo-
boration s'étend d'ailleurs aux autres collé-
gues de I'établissement, aux directions, aux
cadres du département, aux associations
professionnelles, aux étudiants, aux forma-
teurs et aux chercheurs. Lors des réunions de
notre laboratoire 3LS tous dialoguent autour
de I'objet lecon dans ces divers aspects.

Enfin, le processus de LS se déroule dans la
durée. La participation & un groupe de LS
« en emploi» correspond environ 4 frois jours
de formation continue, en partie sur temps
scolaire. Ce temps est toutefois réparti ré-
gulierement sur I'année scolaire et s'ancre
dans la pratique quotidienne.

Les effets de développement de compé-
tences et de connaissances profession-
nelles étudiés par les recherches internatio-
nales en Asie, aux USA ou en Europe du nord
sont avérés (voir par exemple Hart, Alston &
Murata, 2011 ; Lewis, Perry, Friedkin & Roth,
2012). Pour ce qui est des trois exemples
relatés dans cet article, une premiére indi-
cation des effets se trouve dans les déclara-
tions des enseignants et des étudiants sur ce
que le processus a permis de changer dans
leur pratique. Par exemple, les enseignants
disent qu'ils ont développé une attention
plus grande aux apprentissages des éléves
en classe, aux étayages a apporter ou
encore aux savoirs en jeu dans les tGches
issues des manuels, et ceci, y compris dans
d'autres disciplines. Par ailleurs les effets des
micro-LS en formation initiale ont été décrits
par Clerc et Martin (2011) et les recherches
autour du dispositif LSM sont en cours.

Le travail a faire dans le domaine des LS

4 Ma traduction.



reste conséquent. Un des axes de travail de
notre laboratoire concerne les développe-
ments théoriques liés aux LS en didactique
des mathématiques, particulierement fran-
cophone (Clivaz, 2015a ; Miyakawa & Wins-
lzw, 2009), ou en sciences de I'éducation
(Martin & Clerc-Georgy, 2015).

Un autre axe essentiel concerne les diffi-
cultés et les adaptations des LS dans notre
contexte culturel® et le développement dés
la rentrée 2015 de nouveaux groupes, dans
plusieurs disciplines et & tous les degrés de
la scolarité.

Pour étre tenu au courant de ces dévelop-
pements ou pour plus de renseignements,
vous pouvez consulter les pages web du
laboratoire 3LS (www.hepl.ch/3LS), vous y
inscrire sur la liste de diffusion ou nous écrire

A 3LS@hepl.ch.
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ProcHAIN CoLLOQUE CO-
PIRELEM : ENSEIGNE-
MENT DES MATHEMATIQUES
ET FORMATION DES MAITRES
AUJOURD HUI : QUELLES
ORIENTATIONS ? QUELS
ENJEUX ?'

COPIRELEM?

Le 43%m colloque international de la COPI-
RELEM aura lieu au Puy-en-Velay (France)
du 14 au 15juin 2016.

LE THEME DU COLLOQUE 2016

« ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES ET
FORMATION DES MAITRES AUJOURD HUI :
QUELLES ORIENTATIONS ? QUELS ENJEUX ? »

Depuis plusieurs années, |'enseignement
des mathématiques et la formation des
maitres sont dans une période de profond
renouvellement en France. Des 2016, les
nouveaux programmes pour I'école pri-
maire et pour le collége (secondaire 1)
prévoient en effet une réorganisation des
cycles d'enseignement, avec notamment
la définition d'un nouveau cycle CMI1/
CM2/6°me (6H & 8H, éleves de 9-12 ans).
Les approches transversales et interdiscipli-
naires y sont renforcées, ainsi que la place
du numérique. D'autre part, les conditions
de formation et de recrutement des pro-
fesseurs des écoles ont été modifiées par la
création des Ecoles Supérieures du Profes-
sorat et de I'Education (ESPE), par les nou-
velles modalités du concours, par le réfé-
rentiel des compétences des enseignants
de 2013, ainsi que par le renforcement de
la formation en alternance.

Quelles sont les orientations et les enjeux
de ces nouveaux rapports au savoir et &

] Ce colloque est organisé par la COPIRELEM, nous
renvoyons les lecteurs a la présentation de ce colloque
dans le math-école 221.

2 Commission Permanente des IREM sur I'Enseignement

Elémentaire-http://www.univ-irem.fr/spip.
php?2rubrique 2.

la formation 2 Quelles libertés et quelles
contraintes apparaissent dans ces espaces
d'apprentissage, d'enseignement et de for-
mation 2

Un premier axe de réflexion portera sur les
enjeux de la formation pour les éléves. On
pourra s'intéresser notamment a la relation
entre la formation et les situations d’appren-
tissage, leurs évaluations, la remédiation,
la différenciation et les ressources pour les
éleves. Les nouvelles demandes institution-
nelles au niveau des éléves pourront étre
étudiées : place du numérique, place des
disciplines, organisation curriculaire et im-
pact sur les programmes et la formation.

Le deuxieme axe concernera les enjeux de
la formation pour les enseignants et leurs
formateurs : contenus de formation (mathé-
matiques, didactiques et pédagogiques) ;
modalités de formations ; ressources pour
la formation ; analyse des formations (et de
leur impact sur les formés) ; évaluation des
formations mises en ceuvre.

Un dernier axe étudiera les enjeux de
la formation sur plan institutionnel
commandes institutionnelles ;  évolu-
fion curriculaire ;  implantation  dans
la formation et dans I'enseignement.
Le colloque contribuera a la réflexion sur
ces questions, en échangeant notamment
expériences et recherches, tant au niveau
national qu’international.

De nombreux ateliers et communications
seront proposés autour des axes présen-
tés. Ces ateliers seront complétés par trois
conférences présentées par : Jean-Francois
Chesné, Docteur en Didactique des mathé-
maftiques et Directeur scientifique du Conseil
national d'évaluation du systéme scolaire ;
Laurent Theis, Professeur de Université de
Sherbrooke (Canada) et Floriane Wozniak,
Maitresse de Conférences de I'Université
de Strasbourg et de I'lnstitut de Recherches
interdisciplinaires sur les Sciences et la Tech-
nologie (IRIST).

Les informations concernant les modalités
d'inscriptions et le programme seront ou-
verts début 2016 sur http://www.copirelem.
free.fr/.

A bientdt au Puy-en Velay !
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LEARNING BY DOING :
DES MATHS POUR TOUS A
LONDRES

Jimmy Serment et Thierry Dias

College de Pully - DDMES - HEP
Vaud

Pensez aux mathématiques... Visuadlisez-
vous des expériences ou I'on manipule des
objets, des expériences de construction,
des jeux créatifs 2 Non, et pour cause | Rares
sont les occasions que vous avez eues, en
tant qu’éleves, de « toucher » les mathéma-
fiques de vos doigfs. Bien dommage, car
le fait de manipuler rend la discipline telle-
ment plus attrayante. La main a la pate en
mathématiques, mais si, c'est possible |

SCIENCE ON STAGE

Aprés les qualifications suisses du concours
Science on Stage' a Winterthur en no-
vembre 2014, nous sommes allés présenter
nos expérimentations géométriques en An-
gleterre : London, here we are! Nous avons
ainsi rejoint 450 autres participants euro-
péens et canadiens, tous candidats ¢ la dis-
finction du meilleur projet d’enseignement
scientifique. Science on Stage a été créée
en 2005 a l'initiative de I'Union européenne
dans le but de revitaliser les champs de
I'éducation par le réseautage. L'associa-
tion Science on Stage réunit aujourd’hui
plus de 100’000 professeurs de science
(physique, chimie, biologie, mathéma-
fiques et informatique) & travers le monde.
Son but est d'encourager des méthodes
d’enseignement inédites au cours d'un
festival international organisé tous les deux
ans dans différentes régions d'Europe et du
Canada. Un événement a I'issue duquel les
participants aux projets les plus novateurs
se voient remettre le fitre de «Best Science
Teachem par un jury d'enseignants. Cette
année, pour le festival européen, le projet
idéal devait :

e favoriser I'intérét des jeunes pour la

I Article de référence dans Math-école 222

science,

¢ se référer d la vie quotidienne,

¢ avoir un effet durable,

e étre réalisable facilement et & moindre
prix dans les classes,

e et favoriser I'apprentissage basé sur la
démarche scientifique.

NOTRE PROJET

Nous proposons diverses expériences géo-
métriques toutes ancrées au sujet des cé-
Iebres solides de Platon

e un puzzle en 3D,

» des constructions géantes,

* des cubes transformables,

» et quelques autres petits défis...

Ces expériences permettent de rencontrer
les objets de la géométrie dans I'espace
selon un tout nouveau point de vue. Nous
bouleversons le rapport a la taille de ces
objets, et faisons intervenir le jeu et le corps
dans leur découverte. Nous présentons ici
quelques activités phares de notre projet
pour permettre aux éleves de construire des
connaissances spatiales et géométriques.

Image 1

UNE BALADE AU C(EUR DES POLYEDRES

Munis d'un matériel rudimentaire, les éléves
entrent dans 'univers des polyédres en les
créant de leurs propres mains. Des poly-
edres de tailles variées, allant du petit solide
de quelques centimétres a d'immenses
constructions plus grandes qu’'eux-mémes
dans lesquelles ils peuvent se mouvoir
(Image 1), observer et toucher. En utili-
sant des morceaux de bois, de la laine et

2 Les solides de Platon sont les 5 polyedres réguliers :
tétraedre, octaedre, cube, icosaedre et dodécaedre.


http://www.ssrdm.ch/mathecole/wa_files/222-Dias.pdf

quelques connecteurs en plastique, ftout
devient possible : I'exploration, la repro-
duction de figures, les allers et retours entre
montage et démontage, la compréhen-
sion de faits géométriques. D'autres figures
prennent naissance lorsque la laine s'étire,
lorsque les baguettes de bois ses croisent :
friangles, hexagones, pyramides, efc...

UN PUZZLE EN TROIS DIMENSIONS

Nous proposons une autre expérience
d succeés : une boite cubique en carton
enferme une succession de polyédres en
carton d’autres couleurs, qui s'emboitent
parfaitement et permettent aux éleves de
découvrir tous les solides platoniciens. Ce
puzzle en 3D est composé des 5 solides pla-
toniciens et de quelques autres piéces, le
tout remplissant complétement un cube.

Image 2

Image 3

DES ORIGAMIS ETONNANTS

Nous adorons faire des surprises & partir du
cube : I'ouvrir, le plier, I'articuler pour dévoi-
ler des facettes inattendues de cet objetf
pourtant si prévisible | Nos deux préférés
(Image 2, Image 3) sont le cube de Yoshi-
moto et la double boule-cube (octaedre
fronqué). lls sont particulierement spectacu-
laires et réservent de nombreuses surprises
lorsqu’on les plie et qu'on les manipule. Eux
aussi sont da I'origine de nombreuses ren-
contres esthétiques et géométriques.

In Lonpon!

UN STAND EN EMULATION PERMANENTE

Durant les 4 jours de ce colloque, notre plan
de bataille était simple. Nous devions par-
tager notre temps en deux : I'un de nous
devait rester au stand pour exposer et com-
menter les différentes facettes de notre pro-
jet, pendant que I'autre allait & la péche
aux idées en flénant autour des stands
des autres participants. Hélas, trois fois hé-
las, ceci ne fut, au final, que peu possible.
Les enseignants des autres pays ont pris
d'assaut notfre stand, venant essayer nos
constructions, nous posant des questions,
téléchargeant nos fichiers pdf et prenant
nos coordonnées pour de futurs échanges.
Tous (y compris les membres du staff d'or-
ganisation de I'Université Queen Mary) ve-
naient consfruire les solides en grand, puis
reconstruire le puzzle en 3D et ceci foujours
avec des yeux éblouis comme des enfants
face & une ceuvre d'art d la fois splen-
dide et toujours surprenante. Le caractére
esthétique de ces solides plaisait en effet
beaucoup & ces enseignants scientifiques,
et I'aspect concret de cette géométrie a
certainement fait voir les mathématiques
autrement. Le plaisir de réussir et terminer
un de ces beaux objets provoquait toujours
un énorme sourire, une satisfaction, voire
méme une révélation.

Image 4

LE SHOW DES POLYEDRES

En fin de troisitme journée du colloque,
les organisateurs nous ont confié la difficile
tdche de présenter sur scéne notre projet
en 3 minutes exactement. « Faites nous un



show avec votre projet, ok 2 » Malgré une
tentative de préparation de notre interven-
fion entre un verre d’eau et un sandwich
salvateur, le temps manquant cruellement,
nous avons finalement priviégié un show
improvisé en jouant avec tous nos polyédres
sur scene (Image 5, Image 6). Nos objets et
les expériences qu'ils induisent nous per-
mettent cette improvisation. lls ont une telle
histoire, une telle beauté que I'on a pu se
laisser porter par ce qu'ils avaient envie de
nous faire dire et nous faire faire sur scéne.
Les flashs dans I'auditoire et les retours oraux
nous ont confirmé I'attrait incroyable pour
ces solides réguliers. Le pari du show était
gagné !

Image 5

Image 6
UNE RECOMPENSE PLUS QU’UN PRIX

Au final, le dernier jour fut consacré aux
récompenses et nous avons gagné le prix
de «Best Science Teachem dans la catégo-
rie créativité, celle qui était d'ailleurs la plus
largement investie par les projets internatio-
naux. Le fait de constater qu'un projet de
mathématiques I'emportait au milieu d'un
océan de projets en physique, en chimie et
en biologie nous a particulierement surpris.

En cela nous sommes assez fiers d'avoir pu
montrer la dimension expérimentale des
mathématiques trop souvent négligée ou in-
comprise. Ce prix nous est personnellement
relativement anecdotique méme si nous
en avons apprécié le symbole de la recon-
naissance de nos tfravaux. Cela fait en effet
déja plusieurs années que nous travaillons
ainsi, il nous encourage donc & continuer
dans cette orientation. Mais ce prix récom-
pense surtout une autre maniére de penser
I'enseignement des mathématiques, une
dimension dans laquelle les enseignants
spécialisés et leurs éléves jouent un réle ma-
jeur dans I'innovation didactique. Pour inté-
resser, pour révéler les compétences de nos
éléves qui ont de la difficulté d apprendre,
on se doit de proposer des alternatives &
I'enseignement classique. Nous devons éfre
plus concrets, plus intelligibles, plus ludiques
et ce point de vue nous améne & penser les
apprentissages différemment. C'est Id que
nous revendiquons notre victoire.

Retrouvez-nous sur le site de Simply Science
pour télécharger nos ressources :

http://www.simplyscience.ch/a-faire-en-

seignants/articles/la-geometrie-dans-les-
pace-cest-facile.html

Crédits photo Mark Sammons Photography
pour lesimages 1, 4, 6.
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ANALYSE ET PROXIMITES

Richard O'Donovan

CEC André-Chavanne, Geneve

INTRODUCTION

Les difficultés de I'apprentissage et de
I'enseignement de I'analyse au gymnase
sont bien connues. La littérature abonde
en exemples d'utilisations de métaphores,
de manipulations d'adverbes, de ce qui
se passe « juste avant » la limite, efc. Faire
un lien avec l'infuition est sans doute né-
cessaire, le probléme majeur étant qu’en
général on ne parvient pas a quitter le do-
maine de I'image, ce qui nuit a I'apprentis-
sage de la rigueur.

Avec mon collégue Olivier Lessmann du
College Rousseau (Genéve) et le professeur
Karel Hrbacek de I'université CUNY (New
York) nous avons entrepris une démarche
radicalement différente adaptons les
mathématiques plutét que la didactique !
Le résultat est une approche qui utilise des
« infiniment petits » (qu'on appellera ici « ul-
frapetits »). Comme pour tout cours d'intro-
duction & I'analyse, on admet I'existence
des réels. Ceux-ci sont une donnée de type
axiomatique. Dans I'approche discutée ici,
on donne une description qui, par rapport
a I'enseignement classique, comporte des
propriétés supplémentaires. L'idée est de
présenter des axiomes « de bas niveau »,
des propriétés des réels et d'en déduire les
propriétés des limites plutdt que d'introduire
(de maniere tout aussi axiomatique) des
propriétés des limites qui, étant des proprié-
tés de fonctions, sont des objets beaucoup
plus complexes. Les axiomes sont donnés
au départ, ensuite tout se démontre rela-
tivement facilement dans une démarche
completement déductive de sorte que tout
ce qui porte le nom de théoréme est réelle-
ment démontré, comme par exemple celui
concernant la dérivée de la composition.
Cette approche — qui est un sous-produit
de I'analyse nonstandard — est utilisée par
des enseignants de plusieurs colleges de

Geneve depuis une dizaine d'années.

LE PROBLEME

Qu'est-ce qu'une limite 2 Ce que I'on ap-
proche 2 Mais on sait bien que les nombres
ne bougent pas... Ce dont on peut étre
arbitrairement proche 2 Mais quelle est la
mesure d’arbitrairement proche 2

Commencgons par rappeler la définition
classique de la continuité :

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx)
(Ix—al<é=|f(x) - fla)| <e&)

Ici, la notion de « proche » est vraiment bien
cachée | L'utilisation de plusieurs quantifi-
cateurs différents ; leur ordre ; le fait qu'on
choisisse d'abord € qui n'est utilisé qu’d la
fin ; le fait que le choix de & dépende de ¢
(bien que ce soit pour tout €); le fait qu'on
ne puisse étudier indépendamment ce qui
est d gauche de la fleche de ce qui est &
droite : tout cela rend cette formule extré-
mement indigeste pour les néophytes.

TENTATIVES DE CONTOURNEMENT DU
PROBLEME

Face a la difficulté de la formule précé-
dente, I'enseignant doit se résoudre & ra-
conter une histoire : une narration qui rend
intuitivement acceptables les résultats. |l
s'en suit une liste de régles & apprendre
telles que : la limite des sommes est la
somme des limites, la limite des produits est
le produit des limites, idem pour le quotient
si la limite du dénominateur n'est pas zéro.
Toutes ces regles sont données sans preuve
tout simplement parce que, dans le cadre
de ces définitions non rigoureuses, c'est im-
possible. On peut admettre que ces régles
prennent le statut de donnée axiomatique,
mais il reste néanmoins le flou dans la défi-
nition méme de la limite. La dérivée est
souvent présentée comme la pente de la
tangente. Le probléme est alors de définir
la tangente sans recourir & la notion de
dérivée. Le probléme cognitif est qu'une
droite reposant entre deux points (sécante)
est bien déterminée, mais lorsqu’elle repose
sur un seul point, on se retrouve face aux
problémes fondamentaux des origines de
I'analyse. Une autre approche consiste
a faire des zooms successifs, jusqu'a faire



apparditre certaines courbes comme loca-
lement quasi droites (Maschietto, 2005), ce
qui présente des similarités avec nofre ap-
proche.

Plusieurs démonstrations classiques se font
en gjoutant et en retranchant les quantités
appropriées ou en multipliant et en divisant
par une méme quantité (souvent la quanti-
té que I'on fait apparaitre intervient a I'inté-
rieur d'une limite, ce qui est rarement justifié
explicitement...). Il n'est en général pas pos-
sible de faire trouver par les éléves quel tour
de passe-passe fera I'affaire.

L'étude des limites est en général difficile
pour les éleves car I'image mentale de ce
concept n'est pas aisée a développer. Des
éleves, vus lors d'un dépannage, ne com-
prenaient pas pourquoi on leur demandait
de démontrer : « si une fonction est déri-
vable en un maximum local, alors la dérivée
en ce point est nulle. » La démonstration
passe par des limites (concept non évident)
pour démontrer un théoréme considéré
comme évident. Pourquoi ne pas deman-
der & I'éléve d'accepter directement le
théoréme 2

Dans la plupart des cas, I'infroduction a
I'analyse est présentée sans le formalisme
g, 6§ complet, considéré comme tellement
difficile que frop d'éléves seraient laissés
en arriere et que le sens est obscurci par la
technicité. La présentation qui en résulte se
fait au moyen de gesticulations des mains
et de beaucoup de métaphores telles que
des x qui bougent vers... Il ne s'agit pas de
critiquer I'usage des métaphores. Lakoff et
Nunez ont clairement montré leur efficacité
et méme leur nécessité fondamentale (La-
koff & Nunez, 2000) ; mais il faudrait pouvoir
aller au-delda de I'image mentale et aboutir
au plus prés du concept mathématique Iui-
méme. Pour le mathématicien enseignant
gue nous sommes, cefte situation est frus-
frante parce que nous ne montrons pas
ce qui est au coeur de notre passion et de
notre sujet : I'argumentation et la rigueur
dans la démonstration. Par ailleurs, quand il
y a des démonstrations, elles reposent sur un
mélange de définitions imagées, quelques
explications informelles et quelques étapes
rigoureuses. La décision de quelles sont les

parties qui doivent étre formelles est une dé-
cision de I'enseignant. Pour certains éléves,
les étapes données sans preuve sont moins
intuitivement acceptables que le théoréme
gu’elles permettent de démontrer, causant
un conflit entre le statut de I'intuition et celui
de la preuve.

UNE SOLUTION POSSIBLE

C'est pour tenter de remédier a cette situa-
tion que nous avons travaillé plus de dix ans
avec le professeur Hrbacek.

Nous voulions trouver une formulation — bien
évidemment mathématiquement correcte
— qui décrive les concepts de maniere aussi
proche que possible de I'intuition. Le résul-
tat est une théorie oU la dérivée peut étre
enseignée en premier, la continuité venant
ensuite et la limite définie au moyen de la
continuité, soit un retournement quasi com-
plet de I'ordre habituel des chapitres. Cet
ordre est plus proche du développement
historique de I'analyse, ce qui n'est pas une
exclusivité de cette approche (Maschietto,
2005).

Le point de départ est un constat : autant
la limite « que I'on approche sans nécessai-
rement atteindre » est un concept difficile,
autant nous avons observé que la notion
« d'infiniment petit » semble exister dans
I'esprit des éleves de telle maniere qu'on
peut se dire que cela fait partie d'un ba-
gage acquis sans en étre conscient. De nos
jours, le zoom avant et le zoom arriére font
partie des notions connues et intégrées en
tant qu'intuition par tous. L'idée que, sil'on
zoome sur la droite réelle en se centrant sur
un point, on verra apparaditre des détails
auparavant invisibles est percue comme
une évidence. Apres tout, s’il y a une infinité
de points sur [0,1], il doit bien y en avoir qui
sont trop proches pour étre distinguables &
I'ceil nu.

En classe, la présentation qui en résulte est
complétement déductive et la plupart des
démonstrations peuvent étre découvertes
par les éleves apres quelques exercices pré-
paratoires.

Ce qui est présenté ici a été développé
avec deux objectifs : étre utilisable en
classe et étre une théorie mathématique



correcte. Ce dernier point est établi : Hrba-
cek a publié une démonstration qu'il s'agit
d'une extension cohérente. C'est-a-dire
que les nouvelles notions infroduites — en
plus des nofions classiques — n'ajoutent
pas de contradiction. Une version de cette

preuve est disponible sur ultrasmall.org/
foundations/consistency-of-rbst.

Un théoréme classique sur les fonctions
réelles est vrai dans une des théories si et
seulement si il est vrai dans I'autre. La com-
paraison entre I'analyse classique et I'ana-
lyse avec ultrapetits n'est pas faite ici sur
les mérites mathématiques respectifs de
chaque approche, mais sur le plan péda-
gogique.

Une discussion des axiomes et des principes
mathématiques peut étfre trouvée sur le
site http://ultrasmall.org, de méme qu’'on y
frouvera un manuel enseignant et des sup-
ports de cours (en anglais et en frangais).

L'infroduction aux limites prend du temps
en classe - méme quand on se contente de
définitions imagées non rigoureuses. Cela
prend environ la méme durée pour intro-
duire — de maniére rigoureuse — le nouveau
concept d'observabilité et les propriétés qui
en découlent : les quantités ultrapetites et
les quantités ultragrandes. L'image mentale
que I'on se forme est celle d'échelles de
grandeur. Les nombres usuels (définis sans
référence au concept d'observabilité) sont
ceux que I'on peut voir sans microscope ni
télescope. Ensuite il y a des nombres ultra-
petits (non nuls et plus petits en valeur abso-
lue que n'importe quel nombre observable
strictement positif). Bien que ce soient des
réels, un microscope est nécessaire pour
les voir. Leurs inverses seront bien évidem-
ment ulfragrands. Un télescope est néces-
saire pour voir ces nombres. Si on zoome
sur un nombre observable, par exemple 2,
des nombres ultraproches de 2 deviennent
observables. Mais on peut recommencer : il
n'y a pas de fin au nombre de fois que I'on
peut zoomer : c'est la différence majeure
avec les autres approches nonstandard.

Ce qui doit étre noté est que bien que ces
concepts puissent éfre rendus assez intui-
tifs, ils sont ici completement formalisés et
mathématiquement cohérents. Une fois les

bases établies lors des premieres lecons, il
n'est plus nécessaire d'intfroduire de nou-
velles propriétés nirésultats.

On montre ici deux preuves (avec les défi-
nitions nécessaires) pour illustrer comment
cela peut fonctionner en classe. Il faut se
rappeler que tous les mots auront été au
préalable définis de maniére précise. Le but
icin'est pas de faire du lecteur un expert en
la matiere mais un témoin de ce qui peut se
passer en classe.

CONTINUITE

Le formalisme utilisé exprime que la conti-
nuité préserve la proximité. Une fonction f
est confinue en assi

VO (x =a= f(x) = f(a))

Ce qui se lit : si x est ultraproche de a alors
f(x) est ultraproche de f(a). Le quantifica-
teur indique que la proximité de f(x) avec
fla) ne doit pas dépendre du choix de x.
Le théoréme suivant est un des théorémes
classiques sur la continuité :

Si g est continue en a et f est continue
en g(a), alors fog est contfinue en a.

Démonstration : Soit x~a. Alors g(x)=g(a)
par continuité de g en a et f(g(x))=f(g(a))
par continuité de fen g(a). o

Cette preuve peut aussi étre présentée
en utilisant g(a)=y et g(x)=u. Alors u=~y par
continuité de g en a et par continuité de f
enyonaf(u)=fly).o

Cette démonstration est complete et doit
étre comparée avec la preuve classique
dont I’énoncé

g%f@u»:fggguﬁzf@wn

annonce déja la difficulté de montrer que
la limite passe & I'intérieur.

DERIVEE
On continue par la dérivée de la compo-
sition. Une fonction f est dérivable en a 'l
existe un nombre observable d tel que pour
fout h ulfrapetit, on a
fla+h)=f(@) _

A d



http://ultrasmall.org/foundations/consistency-of-rbst
http://ultrasmall.org/foundations/consistency-of-rbst
http://ultrasmall.org/

alors on écrit f'(a)=d.

Il est cisé de démontrer que si f est dérivable
en f(a) et h ultrapetit, on a
fla+h)=f(a)+f'(a).h+ €.h

avec €=0 et la partie qui est un nombre
observable multiplié par un incrément ul-
trapetit est la dérivée. C'est I'équation de
I'incrément. On remarquera ici une expres-
sion assez proche du formalisme de Cara-
théodory (Hairer 1996) ou de I'utilisation de
et o(h) et O(h) de Newton ou de Landau.
Ce qui ne devrait pas étre vraiment une sur-
prise dans la mesure ou ce sont les mémes
concepts que I'on étudie.

Le théoreme sur la dérivée de la composi-
fion s'énonce de la maniére suivante :

Si g est dérivable en a et f est dérivable
en g(a), alors (fog) est dérivable en a et

(fog)'(a)=f'(g9(a)) .g'(a).

La démonstration classique commence en
général par

i flg(x) = fg(a))
m

x—a xX—a
et continue par l'introduction (& I'intérieur
de la limite 1) du produit/division par

g(x)-g(a).
Mais en respectant les regles données sur
les limites, on pourrait tout aussi bien écrire

~flg) . flg(a)
lim - lim

x-a X —a x-a X —a
comme pour la dérivée de la somme, ce
qui est une différence de deux formes indé-
terminées. C'est-a-dire que selon I'ordre
dans lequel on procede, on trouve un résul-
tat ou non. Et donner comme régle qu'on
ne doit prendre les limites qu'a la fin, c'est
infroduire une regle arbitraire de plus. A la
différence de « « » qui n'est pas un nombre,
un ultragrand est un nombre réel et la dif-
férence de deux réels existe — méme si son
ordre de grandeur n'est pas toujours facile
a déterminer.
Ici, on procéde de maniére directe sans

infroduction de facteurs/diviseurs supplé-
mentaires.

Démonstration On commence avec
I’équation de l'incrément « : Soit h ultrape-
tit. On pose :

fl(g(a+h))=f(g(a)+g’(a) -h+E-h) et on note,
pour clarifier, k=g’'(a)-h+&-h. On a donc
f(g(a+h))=f(g(a)+k).

D'oU f(g(a)+k)=f(g(a))+f'(g(a)) -k+&-k. Le
dernier terme est un ultrapetit fois un ultra-
petit et ne fera donc pas partie de la déri-
vée. On développe

f'(g(a)) -k=f'(g(a))(g’(a) -h+E-h)
=f'(g(a))-g’(a) -h+f'(g(a)) -&-h.

La partie qui est un observable multiplié par

hestf'(g(a))-g’'(a); c'est donc la dérivée. o

COMMENTAIRE DIDACTIQUE

Nous procédons & la premiere étape dans
une étude didactique, qui est de tester une
méthode et de rassembler des informations
basées sur les expériences personnelles.

On explique la dérivée de, par exemple,
f(x)=x? en x=3 en disant qu’'on fait un zoom
sur (3,f(3)) et on compare f(3) avec f(3+h)
(pourun h ultrapetit). Ce qu’on voit est extré-
mement proche d'une ligne droite dont la
pente est 6+h. Tout cela est sans probléme.
La dérivée est alors définie comme la partie
observable de cette pente et donc f'(3)=6.
On pourra faire remarquer que, fonda-
mentalement, la démarche est identique
a la démarche traditionnelle - ce qui est
vrai. Mais cognitivement, la différence est
énorme. Avec la définition classique, la diffi-
culté cognitive bien connue est que la déri-
vée est définie lorsque la droite ne repose
plus que sur un seul point et semble pouvoir
alors prendre n'importe quelle pente. L'uti-
lisation de la tangente pour justifier le résul-
tat pose la question de la circularité dans
la définition de la tangente elle-méme. La
préservation de la proximité semble une
étape intellectuelle plus simple.

De maniére générale, le formalisme suit
de pres I'image mentale que I'on se fait
de grande proximité. Il n'y a pas de conflit
avec le fait que les nombres ne bougent
pas les uns vers les autres ni ne tendent &
aller oU que ce soit. Arbitrairement petit est
directement interprété comme ultrapetit.

Les étudiants sont préparés pour leurs



études supérieures par le fait qu'on donne
une définition de la limite, mais aprés que
les concepts de base aient été bien com-
pris. La continuité étant définie comme
ci-dessus, la limite d'une fonctfion en un
point est donnée par la valeur que devrait
prendre cefte fonction pour étre continue
en ce point. Il faut noter que cela suffit pour
que les éléves puissent trouver la définition
exacte :une fonction f aune limite enas'ily
a un nombre observable L tel que pour tout
X on a: x=a=f(x)=L.

Nous avons revu des éleves aprés leur pas-
sage & l'université ou A I'EPFL. Dans I'en-
sembile, ils ont bien compris les concepts
de base (continuité, dérivée, intégrale),
ont eu un bon entrainement & la démons-
fration avec rigueur et ont pu facilement
fransposer la notion d'ulfraproximité a celle
de « tendre vers » et celle de « voisin obser-
vable » avec « prendre la limite ». Certains
éleves de formation habituelle, c'est-a-dire
ayant appris les limites sans €, & mais avec
force gestes et mouvements de doigts,
souffrent beaucoup plus de la découverte
de I'apprentissage de la rigueur. Ce dernier
point aurait besoin d'étre corroboré par des
études extérieures.

Qu'il n'y ait pas de malentendu : nous ne
prétendons pas que l'analyse avec &, 6
devrait étre remplacée par I'analyse avec
ultrapetits dans tous les cas. Pour le contréle
de I'erreur — ou € n'est pas ultrapetit — cette
méthode est méme nécessaire et trés natu-
relle. Nous nous sommes concentrés sur les
avantages pour un cours d'infroduction.

La motivation premiéere de cette recherche
était de remettre plus de rigueur dans les
cours d'analyse au gymnase. Nos éléves
auront vu toutes les démonstrations de ce
qu'ils citent — y compris, par exemple, le
théoréme des valeurs intermédiaires.

Des collegues qui ont adopté cette ap-
proche la tfrouvent plus satisfaisante. Pour
I'enseignant comme pour les éleves, elle
devient vite trés naturelle. Pour la prochaine
étape, il faudrait que des didacticiens
viennent voir. lls seront les bienvenus.
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PHILIPPE S’EN EST ALLE...

Philippe Depommier est décédé le mer-
credi 30 septembre dernier. Il avait rejoint
le groupe ddmes (didactique des mathé-
matiques de I'enseignement spécialisé) en
septembre 2002, au terme de sa formation
d’enseignant spécialisé. Philippe présentait
le profil atypique, et sans doute unique en
son genre, d'un enseignant ayant accom-
pli & la fois une formation mathématique
académique et une formation d'ensei-
gnant spécialisé. Au college de Pully ou il
enseignait, il a ainsi porté pendant plusieurs
années la double casquette de « prof de
maths » et d'« enseignant de classe spé-
ciale ». Passionné parles questions soulevées
parl'enseignement des mathématiques au-
prés des éleves qui se trouvent en marge de
I'’école ordinaire, il avait apporté une confri-
bution (Depommier, 2004) a Math-école en
2004 et animé un cours intitulé « Mathéma-
tiques et créativité » dans le cadre de la for-
mation des enseignants spécialisés a la HEP
de Lausanne. Au sein du groupe ddmes, sa
disparition laisse un grand vide : il en était le
trésorier et avait activement participé aux
fravaux de recherche, adinsi qu'aux évé-
nements qui, depuis bientdt vingt ans, ont
marqué la vie du groupe.

Jean-Michel Favre

Depommier, P. (2004). Une expo pour le
bicentenaire : le nombre 1803 ou une expé-
rience mathématique en classe dévelop-
pement. Math-eécole 210, 26-28.
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